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PRÉFACE. 


L'ouvrage que nous publions aujourd’hui est pour 
ainsi dire à sa seconde édition ; autographié à Lille dans 
le courant de l’année scolaire 1855-56, il a été publié 
par abonnements et presque aussitôt épuisé. | 

Notre Cours de Mécanique appliquée est rédigé sous 
forme de lecons, où l’on apprendra, à la fois, les prin- 
cipes fondamentaux de la théorie, et leurs applications 
aux machines les plus importantes. Toutefois, nous 
avons restreint le plus possible les limites de la méca- 
nique pure, afin d'élargir gap Le. e aari des appli- 
cations. r 

La théorie des moteurs HS ‘a été traitée d’une 
manière à peu près complète. Celle des machines à 
vapeur, exposée d'après les principes de M. de Pambour, 
a été l’objet d'une étude toute particulière, car nous 
avons tenu compte dans les formules, ce qui n’avait pas 
encore été fait, non-seulement de la vapeur que chaque 
coup de piston laisse dans les espaces libres du système 
distributeur, mais encore des condensations qui se font 
pendant la détente. La question économique a été 
l'objet d’un examen attentif. Une machine étant don- 
née, nous faisons voir qu'on peut en construire une 
autre, marchant à la même vitesse, et faisant le même 
travail, avec moins de dépense, ou plus de travail avec la 
mème dépense. Nous montrons encore comment on peut 


VI PRÉFACE. 


$ 


calculer les sections des tuyaux destinés à conduire la 
vapeur des générateurs aux cylindres. Cette théorie nous 
a conduit à déterminer la vilesse que prendra d’elle- 
même une machine à vapeur, travaillant sous des pres- 
sions données, mais peu différentes , dans la chaudière, 
et dans le cylindre. | 

: Nous donnons aussi une théorie nouvelle du régu- 
lateur à force centrifuge. Nos formules permettent 
d'installer cet ingénieux appareil avec tel degré de pré- 
cision et de sensibilité qu’on voudra, et cela quelle que 
soit la résistance à vaincre. 

Les difficultés inhérentes à la mécanique appliquée, 
l'obligation que nous nous sommes imposée de ne sortir 
que très-rarement du cadre des éléments des imathéma- 
tiques, ont rendu notre tache souvent difficile; aussi 
t nous réclamons la bienveillante indulgence de nos lec- 
1 teurs. 
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MECANIQUE APPLIQUÉE” 


PREMIÈRE LECON. 


APERÇU DES PRINCIPES FONDAMENTAUX QUI SERVENT DE BASE 
A LA MÉCANIQUE. 


1. Quand une force tient complétement lieu de plusieurs 
Jorces données, elle est dite la résultante de celles-ci, gui 
prennent à leur tour le nom de composantes. 


ÉNONCÉ DU PARALLÉLOGRAMME ET DU PARALLÉLIPIPÈDE 
DES FORCES. 


La Mécanique repose pour ainsi dire sur un principe unique, 
qui est le parallélogramme des forces, et que j'énoncerai de 
la manière suivante : 

Soient deux forces P et Q tirant respectivement de A vers 
P et de A vers Q (fig. 1); elles seront, pour fixer les idées, 

Fig. 1. l’une de 3 kilogrammes, l'autre de 5 kilo- 
grammes. Je prends sur AP une longueur 
AB de trois unités linéaires (l'unité li- 
néaire peut être choisie à volonté), 3 mè- 
tres par exemple. Sur AQ je prends une 
longueur de 5 mètres; puis je construis le 
parallélogramme de la figure. Tirant en- 
suite Ja diagonale AD, non-seulement la 
résultante des forces proposées sera dirigée 
suivant AD, mais encore AD représentera 





—. — - 





(*) Pour étudier ce Cours avec fruit, il sufit de connaître les Mathématiques 
élémentaires, Les articles, d'ailleurs assez rares, qui exigeront l'emploi des 
Mathématiques supérieures, seront marqués d’un astérisque. 


2 | PREMIÈRE LEÇON. 


son intensité; ce qui veut dire que la résultante contiendra 
autant de kilogrammes que AD contiendra de mêtres. : 


2. Parallélipipède des forces. — Du principe qui précède 
découle le suivant: Si trois forces (P, Q, S) (fig. 2) sont re- 
Fig. 2. présentées en grandeur et en direction 
par les trois arétes contiguës d'un pa- 
rallélipipède rectangle, la résultante sera 
représentée en grandeur et en direction 
par la diagonale. 
Soient trois forces représentées en gran- 
deuret en direction par les trois arêtes AB, 
AE, AC. Pour trouver leur résultante, 





je cherche d’abord celle des forces P et Q, laquelle sera re- 
présentée en grandeur et en direction par AF. Si l'on remarque 
maintenant que la figure AFCD est un parallélogramme, on 
en conclura que la résultante des forces AF et S est représen- 
tée par AD en grandeur et en direction. C. Q. F. D. 
 Réciproquement, étant donnée une force R, représentée 
par la diagonale AD, on pourra la remplacer par trois autres 
forces dirigées suivant trois droites rectangulaires (qu’on 
nomme axes des coordonnées) AB, AE, AC. Si l’on désigne 
par a, b, c les angles que la force R fait avec les portions ci- 
dessus des trois axes, les trois composantes cherchées auront 


pour valeurs 
(1) X =Rcosa, Y =R cosb, Z—Rocosc. 


Si quelqu un de ces trois angles était obtus, la composante 
correspondante tirerait suivant le prolongement de l’axe. 

Si plusieurs forces agissent au même point ct qu'on veuille 
avoir la résultante, on mènera par ce point trois axes rec- 
tangulaires; on décomposera chaque force en trois autres di- 
rigées suivant les trois axes, puis on composera en une seule 
les forces agissant suivant chaque axe: le système général sera 
ainsi réduit à trois forces rectangulaires que lon composera 


en une seule par la règle du parallélipipède des forces, et l'on 
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aura, en nommant X, Y, Z les trois composantes, et R leur 
résultante, 


(2) R = X'+ Y T. 


(Je rappellerai, pour l'intelligence de la formule (2), que že 
carré de la diagonale d'un parallélipipède rectangle est égal 
à la somme des carrés de trois arêtes contiguës.) 

Quant aux angles a, b, c, que la résultante fait avec les 
axes, ils se déduiront des relations 


X =R cosa, Y—Recosb, Z= Rcosc, 
d'où l’on tire 


X Y Z 
(3) cosa = F? cosb = g> cose =F 


Les conditions d'équilibre de plusicurs forces agissant au 
mème point se déduisent sans peine de ce qui précède, car 
pour l'équilibre on devra avoir 


R—o, et,parsuite, X+ Y'+Z= o. 


Or, comme chaque terme de cette équation est positif, il fau- 
dra que chacun d'eux soit nul séparément, ce qui donne 


(4) Eag. Y= Z=o. 


NOTIONS SUR LES CENTRES DE GRAVITÉ. 


3. Dans chaque corps il existe un point tel, que le corps 
reste en équilibre si ce point est rendu fixe. Ce point, que 
nous définirons plus tard d'une manière plus exacte, est le 
centre de gravité du corps. On détermine sa position par l'ex- 
périence, en posant le corps proposé sur l’arèête vive d'un autre 
jusqu’à l'équilibre. 

Le centre de gravité d’un corps jouit d'une propriété remar- 
quable qui sert à sa détermination géométrique, mais qui, 
pour ètre énoncée, exige quelques explications préliminaires. 

On appelle moment d’une force par rapport à un plan, le 
produit de cette force par la distance de son point d'applüi- 
cation à ce plan. 
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On appelle aussi moment d’une ligne, d’une surface, d'une 
masse, elc., par rapport à un plan, le produit de cette ligne, 
de cette surface, de cette masse par la distance de son centre 
de gravité à ce plan. | 

Cela posé, le moment de la résultante de plusieurs forces 
parallèles par rapport à un plan est égal à la somme des 

moments des composantes par rapport à ce méme plan. 

Pareïllement le moment d’un système de lignes, de sur- 
faces, de masses, par rapport à un plan, est égal à la somme 





des moments des lignes, des surfaces, des masses par rapport 
au même plan. | 

j] Ai . ] . 1 n ] X d S 
yi iasi, par exemple, soient m, m’, m”,..., les masses des 
4 molécules d’un corps; x, x’, x”,..., les distances de ces molé- 
ji 

14 cules à un plan. Soient aussi M la somme des petites masses on 
ii la masse totale du corps, et x, la distance de son centre de 
gravité au plan proposé. On aura la relation 


su (1) Mz, = Ma + M2 +M’ z+... 


En rapportant le corps à trois axes rectangulaires, et nom- 
w mant X3, Yı, Zı les coordonnées de son centre de gravité, on 
aura , relativement aux trois plans coordonnés, | 


Mr, = Emt; 


! (2) My, = 2 my, 

t 

f M z, = Z mz, 

$ le signe È s'étendant à toutes les molécules de la masse M. 


Les formules ci-dessus, faisant connaître x, Y1, Z1, assi- 






gnent par cela même la position exacte du centre de gravité. 
Nous donnerons plus tard une application remarquable de 
ces formules dans le calcul de la force centrifuge. 


+ lens Om e O 
| 
e ee 


| = EL 


TRAVAIL ÉLÉMENTAIRE D'UNE FORCE; ÉNONCÉ DE L'ÉQUATION 
| DU TRAVAIL. 


4. On nomme travail élémentaire d'une force, le produit 
de cette force par la projection faite sur sa direction du che- 


min infiniment petit décrit par son point d'application. 
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Ainsi, soit une force P appliquée au point A (fig. 3). Sile 


Fig. 3. point À se transporte en un point infini- 
: ment voisin A’, et qu'on projette ensuite la 
Ie ligne AA’ sur la direction de P, le travail 
a -> 4° 17 . 
élémentaire sera P X Aa. 
"i “ La projection A a se désigne ordinaire- 
t . 0 E 
e ment par p; de sorte que le travail élé- 


mentaire de P sera représenté par Pp. 
Si la force était Q, le travail élémentaire 
serait Q g. Les deux figures ci-contre mon- 
trentque la projection du chemin parcouru 
tombe tantôt sur la direction mème de la force , tantôt sur son 
prolongement. Dans le premier cas, le travail prend le nom de 
travail moteur ; dans le second cas, celui de travail résistant. 
Le travail moteur cst aussi considéré comme une quantité po- 
sitive, et le travail résistant comme une quantité négative. 
Les travaux élémentaires des forces jouissent de cette pro- 
priété remarquable, à savoir que dans tout système en équi- 
libre, la somme des travaux élémentaires moteurs est égale 
à la somme des travaux élémentaires résistants, ou plus sim- 
plement, la somme des travaux élémentaires cst nulle, en 
regardant les travaux moteurs comme positifs et les travaux 
résistants comme négatifs. Souvent il n’y a qu'une force mo- 
trice et qu'une force résistante à considérer. Dans ce cas, le 
travail moteur est égal au travail résistant. 
Pour donner une application de ce principe, recherchons 
les conditions d'équilibre d’un corps A (fig. 4), pouvant glisser 
Fig. 4. sans frottement sur un plan incli- 
| né, et retenu par une force paral- 
lèle au plan. Faisons mouvoir le 
corps À jusqu'en À’, Le travail de 
P sera un travail moteur ayant pour 
valeur P. AA’; et comme le travail 
de Q, savoir Q. Aa, est un travail 





résistant, On aura 
P.A —=Q.Aa. 


” ie — = 
a —— - 


Ltd ans us. 


-e 
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Mais le triangle AA’ a est semblable au triangle ag'a”; en 
comparant les côtés homologues, il vient 


— 


AT de 


Au au” 


Or l'équation P. AA’ = Q.Aa peut s'écrire 


P _ Aa 
Q AA” 
en remplaçant, on a 
P au” h. 
a T 1! 


d'où Pon conclut que lorsqu'un corps est retenu sur un plan 
incliné par une foice parallèle à la longueur du plan, il faut 
pour l'équilibre que la puissance soit à la résistance comine 
la hauteur du plan incliné est à sa longueur. 

L'équation du travail renferme implicitement toutes les con- 
ditions d'équilibre; nous nous bornerons à en déduire les con- 
ditions d'équilibre de plusieurs forces qui tendent à faire tour- 
per un corps autour d'un axe fixe, en agissant dans des plans 
perpendiculaires à cet axe. 


ÉNONCÉ DES CONDITIONS D'ÉQUILIBRE AUTOUR D'UN AXE. 


Quelques explications préliminaires nous sont d'abord né- 
: , LI * . 3 
cessaires. On appelle moment d’une force par rapport à un 
point, le produit de cette force par sa distance au point 
donné. 


Ainsi, soient P une force appliquée au point À (fig. 5), etO 


Fig. 5. le point où l'axe de rotation perce le plan 
`y qui contient la force P; le moment de la 
a force P par rapport au point O sera le 


0 produit abstrait P.0 a. La ligne Oa s'ap- 

pelle aussi bras de levier de la force P. 
j Cela posé, pour que plusieurs forces se 
fassent équilibre autour d’un axe de rotation, il faut et il 
suffit que la somme des moments des forces qui tendent à 
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faire tourner dans un sens, soit égale à la somme des mo- 
ments des forces qui tendent à faire tourner en sens con- 
traire; où, ce qui revient au même, i faut et il suffit que la 
somme des moments soit nulle, en regardant comme positifs 
les moments qui tendent à faire tourner dañs un sens, et 
comme négatifs ceux qui tendent à faire tourner en sens con- 
tratre. 
Soient P, P’, P”, P#,... (fig, 6) tant de forces qu'on vou- 
Fig. 6. dra, agissant dans des plans per- 
pendiculaires à laxe de rotation, 


LALJ p" 
va ~ . ` 5 za 
Ù | et soit O le point où cet axe perce 





l'un quelconque de ces plans. Si 
nous imprimons au système, dans 
le sens de la flèche, un mouvement 
infiniment petit de rotation autour 
Pi de l'axe O, en sorte que le point p 
se transporte en g, p' en g', etc., 
ies travaux moteurs ct les travaux résistants seront : 

| P. pq, P. pq, 


irąayaux resistants 


travaux moteurs 
| p” f P 1. p” f p” ar; 


par conséquent, on aura la relation 


P. pq + pP“. p" ga P'.p'q + P".p"q". 


Soit ọ la quantité dont on a fait tourner le système; les lignes 
P9, P'q's..., pouvant être regardées comme des ares de cercles 
ayant pour rayons Op, Op',...,on aura 


r4 =g-0p, pa =?.0p, P= 0p", pa = Op. 


Substituant ces valeurs dans l'équation ci-dessus, et suppri- 
mant l'angle commun ç, il reste 


(1) P.0p + P”. 0p” = P. 0p + Pl". 0p”. Gt F, D. 


Comme on ne peut imprimer au système que deux mouve- 
ments opposés, il ne saurait résulter de l'équation du travail 






- e =æ; 
= J s --e 


A Eaa a 


a i 
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d'autre relation que la précédente, puisque l'angle ẹ disparait, 
quel que soit le sens de la rotation. 

Si, les forces agissant dans le même plan, le système était 
entièrement libre, il faudrait, pour l'équilibre, non-seule- 
ment que l'équation des moments eùt lieu relativement à un 
point quelconque du plan pris pour centre des moments, mais 
de plus que la résultante des forces fût nulle. 

Tous ces principes seront démontrés plus tard. 


LEVIER. 


Soit un corps de forme quelconque pouvant tourner au- 
tour d’un point fixe: 

Les forces et le point fixe étant situés dans le mème plan, 
on aura, d’après ce qui précède, pour les conditions d’équi- 


libre (fig. 7), 
P.Op = P. Op’ + p”. Op”+ p”. Op". 


Fig. 7- De sorte que, pour que plusieurs 
forces se fassent équilibre à l'aide 
d'un levier, il faut et il suffit que 
la somme des moments des forces 
qui tendent à faire tourner le le- 
vier dans un sens, soit égale à la 
somme de celles qui tendent à le 





faire tourner en sens contraire. 


ÉNONCÉ DU PRINCIPE DES FORCES‘ VIVES. 


5. Lorsque tant de forces qu'on voudra agissent sur une 
machine, chacune d’elles développe, pendant un temps infini- 
ment petit, une quantité infiniment petite de travail. La somme 
des travaux ainsi développés pendant un temps donné par les 
forces mouvantes est ce qu’on appelle le travail moteur relatif 
à cet intervalle de temps; et de même la somme des travaux 
élémentaires développés pendant le mème temps par les forces 
résistantes est ce qu'on appelle le travail résistant. 
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Dans le travail résistant il faut distinguer : 1° le travail dé- 
veloppé par la résistance principale, c'est-à-dire par la résis- 
tance que la machine est destinée à vaincre; cette partie du 
travail résistant se nomme travail utile; 2° le travail dù aux 
frottements, lequel est susceptible d’être calculé; 3° le travail 
dů à la résistance de l'air, le travail produit par les vibrations 
des supports, etc. Ces derniers travaux, qui ne sont pas sus- 
ceptibles d'évaluation , constituent le travail nuisible. 

Une partie du travail moteur est absorbée à chaque instant 
par les résistances nuisibles. Cela posé, si l'on nomme T, et 
T, les travaux moteurs et résistants développés pendant un 
temps douné 5, vo et v les vitesses d’une molécule quelconque 
au commencement et à la fin de l'intervalle 8, on aura la re- 
lation ` 


y 1 bJ 
(1) Ta— T,= Env) 


le signe È s'étendant à toutes les molécules en mouvement. 
Si la machine se meut d'un mouvement uniforme, on aura 


PT Vos 
et l'équation ci-dessus deviendra 
(2) -Ta = T,. 


Ce qui montre que dans ce cas tout le travail moteur se change 
en travail résistant. C'est là ce qui a fait nommer le principe 
des forces vives , principe de la transmission du travail. 

On appelle force vive d’un point matériel le produit de la 
masse par le carré de la vitesse de ce point matériel. 

Si lon considère une machine depuis l'instant où elle com- 
mence à se mouvoir jusqu'à ce qu'elle s’arrète, on aura 

= 0, "= 0, 

et, par suite, 


Th— T, = 0; 


de sorte que quel que soit le mouvement d'une machine, de- 
puis l'instant qu'elle commence à se mouvoir jusqu’à ce qu'elle 





| 
| 
| 
| 
| 


saai 


-ac 
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s'arrète, tout le travail moteur se change en travail résistant. 
ll faut conclure de là que si à certains moments la vitesse s'ac- 
célère, l'excès du travail moteur qui en résulte se met en 
réserve dans les pièces du système pour se dépenser quand 
surviendra un ralentissement; de telle sorte qu’à la fin il se 
sera établi une compensation exacte entre les variations du 
travail moteur et celles du travail résistant. 


ÉNONCÉ DU THÉORÈME DE CARNOT ; SON APPLICATION A LA THÉORIE 
DES ROUES HYDRAULIQUES. 


6. Toutes les fois qu'il se produit des chocs dans une ma- 
chine, les pièces qui éprouvent des percussions se compri- 
ment, et de là naissent de puissantes résistances moléculaires 
qui donnent lieu à des pertes de travail souvent considérables. 
Ces pertes de travail s’évaluent à l’aide du théorème de Carnot 
que nous énoncerons tout à l'heure, mais qui suppose les 
corps dépourvus d’élasticité, circonstance, du reste, qui se 
produit bientôt dans les machines en mouvement. 

Supposons donc un choc entre deux molécules de matière. 
Soient V la vitesse avant le choc (fig. 8), W la vitesse après le 

Fig. 8, choc, et A la molécule que l’on considère ; 

A AV représentant la vitesse V et AW la 

vitesse W. Si l’on achève le parallélo- 

gramme de la figure, ‘AU = u sera ce 

U wW qu'on nomme la vitesse perdue pendant 

le choc. On voit que la vitesse perdue est 

la vitesse qui, étant composée avec la vi- 

v tesse après le choc, par la règle du pa- 

rallélogramme des vitesses, donne la vitesse avant le choc. 

Cela posé, Carnot a démontré que lorsqu'il y avait des chocs 
dans les machines, l'équation des forces vives devenait 


I 1 
Ta — T, =-2Z 2 — V?) +- I mw. 
(1) Fm — T, : m(W j) + > 2 mu 


Le premier signe È s'étend-à toutes les molécules en mouve- 


ment, le second à toutes les molécules qui éprouvent des per- 
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cussions, comme à tous les chocs successifs qui ont lieu pen- 
dant l'intervalle de temps que l'on considère. 

Le théorème de Carnot comprend toute la théorie des roues 
hydrauliques. Pour montrer l'usage qu’on peut en faire, sup- 
posons une masse d'eau arrivant sur l'aube ab (fig. 9) d’une 

Fig. 0. roue avec la vitesse V et quit- 
tant cette aube en cd avec la 
vitesse W; u étant la vitesse 
perdue par l'effet du choc de 
l’eau tombant sur l'aube, et 
observant qu'ici les quantités 
V, W, u sort les mêmes pour 
toutes les molécules liquides, 
l'équation (1) deviendra 





| i ; 
(2) Ta— T, =7(W— V) èm +z Em, 
et plus simplement 

i i 

Ta — T,=- (W w) Em —- V’ Eim. 

2 2 
Soit À la hauteur de la chute, comptée jusqu’à l'endroit où 
l’eau commence à frapper l'aube; soit aussi A’ la hauteur ver- 


ticale pendant laquelle l'eau agit sur l'aube : on aura, d’après 


les lois de la physique, 
Vi=agh, (g= 9",8088); 
et comme ici T,,= PA’, P étant le poids de l’eau qui agit sur 


l’aube, l'équation ci-dessus deviendra 


P4 — T,= = (w W?) 3m — gh Xm. 


Résolvant cette équation par rapport à T,, on trouve 


l, s 
T,= PH + gh Sin — A (w + W?) Xam. 
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Mais on verra dans la théorie de la mesure des forces que 


donc 


T.-= P -+ Ph — LA (ue? + W}. 
2g 


Faisant, pour abréger, 


on obtient définitivement 


(3) T= PH ad (w+ W’). 
2g 


Telle est la valeur du travail transmis à la roue par la chute 
d’eau. On voit que ce travail sera d'autant plus grand, que le 
second terme de la formule (3) sera plus petit. Le maximum 
de T, répondra donc au cas où le deuxième terme sera nul, ce 
qui arrivera quand on aura 
"=D, Web, 

c'est-à-dire quand l’eau arrivera sans choc sur la roue et en 
sortira sans vitesse. 

La roue Poncelet et quelques aulres roues bydrauliques réa- 


lisent cette condition. 


__mttt am i 
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MESURE DES FORCES. 


REPOS ET MOUVEMENT ABSOLUS. 


7. Un corps est dit en repos, toutes les fois que ses diverses 
parties persévèrent dans la méme place ; il est en mouvement 
toutes les fois que ses diverses parties, ou seulement quelques- 
unes, occupent successivement différents lieux dans l'espace. 

Le mouvement et le repos tels qu'ils viennent d’être définis, 
sont le repos absolu et le mouvement absolu. 


REPOS ET MOUVEMENT RELATIFS. 


On appelle repos relatif l'état d'un corps qui conserve con- 
stamment la même place par rapport à d’autres corps regardés 
comme en repos, quoique le système puisse être transporté 
d'un mouvement eommun. 

De même, le mouvement relatif est l'état d'un corps qui 
change de place par rapport à d’autres corps regardés comme 
en repos , quoique le système puisse être transporté d’un mou- 
vement commun. 

Si, par exemple, la terre est supposée immobile dans l'es- 
pace , et que l’on considère le mouvement d’un bateau qui des- 
cend le courant d’un fleuve, ce mouvement sera un mouve- 
ment absolu. Le voyageur assis ou se promenant sur le pont 
offrira l'exemple d'un repos ou d'un mouvement relatifs. 


MOUVEMENT UNIFORME, VITESSE. 


Un corps est animé d’un mouvement uniforme toutes les 
fois qu'il parcourt des espaces égaux dans des temps égaux. 
La vitesse du mobile, dans le mouvement uniforme, est 


LA 
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l'espace parcouru dans l'unité de temps; par exemple dans 
une seconde. 


MOUVEMENT VARIÉ, FORCE, INERTIE. 


Tout mouvement qui n'est pas uniforme est un mouvement 
varie. 

On appelle force tout ce qui produit ou tend à produire le 
mouvement. 

Quand un corps est en repos, il est évident qu'il restera 
en repos tant qu'une force étrangère ne viendra pas le solliciter 
à se mouvoir. 

De mème, s’il est en mouvement, il ne pourra de lui-mème 
modifier son état de mouvement sans l'intervention d'une 
force extérieure. 

Pour $e rendre compte de l'inertie dans le mouvement, 
supposons qu'on lance une bille, d'abord sur un sol recouvert 
d'une couche de sable, puis, et avec la même impulsion, sur 
un billard, et enfin sur une nappe de glace. Il est clair que, 
dans le premier cas, le mouvement de la bille sera presque 
nul; sur le billard, le mouvement aura plus de durée; enfin, 
sur la glace, elle parcourra un long espace. 

Ainsi, à mesure que les obstacles au mouvement diminuent, 
le mouvement se continue plus longtemps ; d'où l’on peut con- 
clure que si les obstacles au mouvement cessaient tout à 
fait, le mouvement se continuerait indéfiniment. 

De plus, un corps libre mis en mouvement et abandonné à 
lui-même prendrait un mouvement rectiligne et uniforme; 
car il n’y a pas de raison pour qu'il en fût autrement. 

Une foule de phénomènes familiers manifestent l’inertie de 
la matière; j'en citerai quelques-uns. 

Tont le monde sait qu'on ne peut s’arrèter quand on veut, 
alors qu’on descend une pente en courant. 

Un boulet tiré verticalement par un canon monté sur une 
voiture lancée an galop tombe toujours auprès de la voiture. 

Quand un navire est sous voiles, une balle qu'un mousse 
laisse tomber du haut d'un mât tombe au pied du måt. 
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Quand on veut vider l’eau d’un vase, on imprime à celui-ci 
un mouvement rapide quon arrète brusquement ; le liquide 
sort en vertu de la vitesse acquise, etc. C’est de la même ma- 
nière qu’on lance une pierre avec la main. 


Je citerai encore, comme exemple de mouvement qui se 
continue longtemps, l'expérience de Mariotte, laquelle con- 
siste à suspendre à un fil d'environ 5 mètres une balle de 
plomb d'environ une livre. On l'éloigne d'à peu près 3 mètres, 
puis on lui imprime un mouvement circulaire, et l'on compte 
plus de quatre cents tours représentant plus de 1400 mè- 
tres, et le mouvement de la balle se continue longtemps en- 
core. 


VITESSE DANS LE MOUVEMENT VARIÉ. 


Le mouvement varié ne saurait évidemment ètre produit 
que par une force qui agit sur le mobile d'une manière con- 
tinue ou intermittente. Une telle force prend le nom de force 
accélératrice. 


Cela posé,on nomme vitesse du mobile à un instant donné, 
la vitesse du mouvement rectiligne et uniforme que prendrait 
le mobile, si à cet instant la force accélératrice cessait tout à 
coup son action. 


Supposons, par exemple, qu'on veuille connaitre la vitesse 
d'une locomotive à 3 kilomètres de distance d’une gare. La 
machine étant mise en mouvement, lorsque le mécanicien 
arrivera vis-à-vis le troisième poteau kilométrique, il suppri- 
mera complétement la vapeur. A partir de cet instant, la ma- 
chine se mouvra d'un mouvement uniforme (on suppose nulles 
les forces passives), et il n’y aura plus qu'à mesurer l’espace 
parcouru dans la seconde qui suivra l'instant où l’action de la 
force motrice a été suspendue. 


VITESSE MOYENNE. 


Quand un point matériel se meut d’un mouvement varié, 
la vitesse moyenne, relative à un certain espace parcouru, 
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est égale à cet espace divisé par le temps employé à le dé- 
crire. 

La vitesse moyenne coïncide avec la vitesse vraie quand l'es- 
pace parcouru est infiniment petit. 


VITESSE ANGULAIRE. 


Quand un corps se meut autour d'un axe, on nomme 
vitesse angulaire la vitesse de tout point qui est distant de 
l’axe d'une quantité égale à l'unité linéaire, de 1 mètre par 

q 5 Ù 
exemple. 

La vitesse angulaire étant connue, la vitesse absolue d’un 
point quelconque s'en déduit en multipliant la vitesse angu- 
laire par la distance à laxe du point que l'on considère. 

} } 
En cffet, soient O (fig. ro) le centre de rotation et OA =1"; 
Fig. 10. soit aussi un point B tel, qu'on ait 
r 8 OB=pr. Si nous supposons que la vi- 
\ 
+ : tesse du point À soit représentée par 
| 


AA'= w, celle du point B le sera par 





BB’ = v. Or on sait que deux ares semblables sont entre eux 


comme leurs rayons, par conséquent 


BB’ OB 
AA OA 
Mais | 
BB' =^ AA' =o, OB=7r, OA =i; 
donc 


r VA 
Z — 9 d'où FE uz. C. Q. F. D, 
L 


MOUVEMENT UNIFORMÉMENT VARIÉ. 


Un mouvement est uniformément varié toutes les fois que 
la vitesse du mobile croit ou décroit de quantités égales dans 
des temps égaux. 

Dans le premier cas, le mouvement est uniformément accé- 
léré; dans le second cas. il est uniformément retardé. 


MESURE DES FORCES. . 1” 


ACCÉLÉRATION DE LA VITESSE. 


Dans le mouvement uniformément varié, on nomme accé. 
lération de la vitesse la variation de la vitesse du mobile pen- 
dant l'unité de temps. 

Le mouvement uniformément varié ne saurait être produit 
évidemment que par l'action d’une force accélératrice constante. 

Un corps pesant qui se meut verticalement dans le vide 
offre l’exemple d’un mouvement uniformément varié. S'il des- 
cend, son mouvement est uniformément accéléré; s’il monte, 
son mouvement est uniformément retardé. 

Si l'on nomme g l’accélération de la vitesse dans le mouve- 
ment uniformément varié, v la vitesse acquise au bout d’un 
temps quelconque t, a la vitesse initiale (vitesse d'impulsion ), 
on aura 


(1) o =a + gt, 


7 


dans le mouvement uniformément accéléré; 
(2) "=a — gt, 


dans le mouvement uniformément retardé. 

On peut remarquer que la formule (1) comprend la for- 
mule (2) en y regardant g comme une quantité positive ou 
négative suivant que le mouvement est uniformément accéléré 
ou retardé. 

Quand la force qui sollicite le mobile est la pesanteur; l'ac- 
célération ou la gravité a pour valeur 


g = 9",8088. 


FORCES QUE L'INDUSTRIE EMPLOIE. 


8. Pour mettre les machines en mouvement, l'industrie 
emploie diverses forces. Les principales sont : l'expansion de 
la vapeur d’eau; la pesanteur pour mettre en mouvement les 
roues hydrauliques; les moteurs animés qui agissent soit par 
leur poids, soit par leur action musculaire; la vitesse du vent; 


2 
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les forces électriques, qui ne sont guère usitées que dans la 

télégraphie. A ces forces il faut joindre la force centrifuge qui 

se développe par la rotation et qu'on utilise, soit pour élever 
. + . . 

l’eau, sécher les tissus, séparer le sucre des sirops, cte. 


DÉFINITION DE DEUX FORCES ÉGALES. 


9. Deux forces sont dites égales toutes les fois qu'étant 
appliquées au méme point et en sens contraires, elles se font 
équilibre. 

D’après cela , une force sera dite double, triple , etc., d'une 
autre, toutes les fois qu'il faudra deux, trois, etc., forces re- 
connues égales à celle-ci, pour faire équilibre à la premiere. 
D'où il suit que les forces sont susceptibles d’être exprimées 
en nombres comme toute espèce de quantités. 


DÉFINITION DE DEUX MASSES ÉGALES. 


Deux points matériels sont dits égaux en masse, toutes 
les fois qu'une méme force ou deux forces reconnues égales 
leur impriment la méme vitesse dans le méme temps. 

De là il résulte que : 

1°. Deux forces sont entre elles comme les vitesses qu'elles 
impriment dans le même temps à la méme masse ou à des 
masses égales. (Il s’agit toujours de points matériels.) 

2°. Deux forces sont entre elles comme les masses aux- 
quelles elles impriment dans le méme temps des vitesses 
égales. 

De ces deux propriétés, il résulte que: 

Deux forces sont entre elles comme les masses multipliées 
par les vitesses qu’elles leur impriment dans le méme temps. 

En eflet, disposons comme ci-après les éléments de la dé- 


monstration : 
FORCES. MASSES, VITESSES 
F, m , w, 
‘ 
Q, m , w, 
ALA 
F", m', ww”, 
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Soient F et F’ deux forces quelconques imprimant dans le 
même temps, aux points matériels m et m’, les vitesses w, w; 
je dis qu'on aura 


F mwy 


FE mw 





Comparons d’abord la force F à une force Q imprimant dans 
le temps ci-dessus la vitesse w’ à la masse m, on aura 





Multipliant ces deux égalités membre à membre et supprimant 
le facteur commun ọ, il vient 





-— ‘= L C, Q. F. D. 


MESURE DES FORCES. 


Soient F une force quelconque et w l'accélération ou la vitesse 
qu’elle imprime au mobile dans l'unité de temps, et compa- 
rons cette force à une force F’ de r kilogramme que nous pren- 
drons pour unité. Si nous choisissons pour unité de masse 
une masse telle, que la force de 1 kilogramme lui imprime, 
en r seconde, une vitesse de 1 mètre, nous aurons à la fois 


Furl, m=, wc, 
et, par suite, 
(1) F = mw. 


Ce qui fait voir qu'une force quelconque a pour mesure la 
masse qu’elle sollicite multipliée par l'accélération, pourvu 
qu'on prenne pour unité de masse la masse à laquelle une 
force de 1 kilogramme imprime, en 1 seconde , une vitesse de 
1 mètre. 
S'il s’agit de la pesanteur, on aura, en nommant P le poids 
2. 
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du corps, m sa masse, g la gravité, 


(2) P = mg; 
d'où l'on tire 
P 
(3) : m = —- 
, S 
Si m = 1, on aura 
P=g; 
et comme g —9",8088,..., on en conclut que l'unité de 


masse pèse 9*,8088. 
Si dans un temps infiniment petit + une force F imprime à 
la masse m une vitesse u, la force aura aussi pour mesure 


(4) eme 
En effet, w étant toujours l'accélération, on a 
. u 
u—=wr, d'où w—-; . 
T 


par suite la formule (1) se transforme dans la formule (4). 


MESURE DES FORCES A L'AIDE DU DYNAMOMÈTRE. 


Les forces ne peuvent pas toujours être rapportées à leurs 
accélérations; tels sont, par exemple, les efforts développés 
par les moteurs animés. Dans ce cas, on a recours au dyna- 
momètre, qui n’est autre chose qu'un ressort plus ou moins 
flexible. On conçoit que le degré de flexion d’un tel ressort 
puisse servir à mesurer la force qui produit cette flexion. La 

Fig. 11. fig. 11 montre le dynamomètre réduit à sa plus 
simple expression. On devine sans peine les dis- 
positions de l’instrument. Pour le graduer, on 
suspend au point À successivement des poids de 
1, 2, 3, etc., kilogrammes. A chaque fois les 
deux lames du ressort se rapprochent, et l’on 
marque sur CD la graduation correspondante 
aux poids essayés. Les subdivisions qui corres- 
pondent aux fractions de kilogramme s’obtien-- 
nent de la même manière. 





ctoa 
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COMPOSITION DES VITESSES ET DES FORCES. 


COEXISTENCE DES MOUVEMENTS. 


10. Tout le monde sait qu'un corps peut être animé de 
mouvements lrès-divers, lesquels coexistent sans se troubler. 
Ainsi , quelle que soit la rapidité et la direction de la marche 
d'une personne, elle ne dérange pas pour cela la régularité de 
sa montre dont les rouages participent néanmoins à tous ses 
mouvements. 

Mais étudions la question de plus près, et nous reconnai- 
trons que chaque rouage est animé de plusieurs autres mouve- 
ments. 

La roue que l’on considère : 

1°. Est animée des mêmes mouvements que celui qui la 
porte; 

2°, Elle possède la vitesse de rotation de la terre autour de 
son axe ; 

3°. Elle est transportée avec la terre autour du soleil, avec 
une vitesse d'environ 7 lieues par seconde ; 

4°. Comme le système solaire parait être animé d’un mou- 
vement de translation dirigé vers la constellation d’Hercule, 
la roue dont il s’agit possède encore ce dernier mouvement. 


PARALLÉLOGRAMME ET PARALLÉLIPIPÈDE DES VITESSES. 


Soit À ( fig. 12) un point matériel s'avançant d’un mouvement 

Fig. 12. uniforme de À vers B avec la vitesse 
V. Supposons en même temps que 
le plan de la figure soit transporté 
de À vers c, dans le sens de la flè- 
che, et d'un mouvement uniforme 
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dont la vitesse sera V’. Prenant AB— V8, AC = V'O (8 étant 
un intervalle de temps quelconque), et achevant le parallélo- 
gramme, je dis qu'après chaque instant le mobile sera situé 
sur la diagonale AG, et de plus qu'on aura, en nommant w 
la vitesse résultante, 

w AG 

7 AB 

En effet, soit £ le temps que le mobile met à parvenir en A’ 

avec la vitesse V’, on aura 


AA == Vt; 
car, si dans une seconde le mobile parcourt V’, en £ secondes 


il parcourra ft fois |V’ ou V't; et comme, par hypothèse, 
AC = V'8, on trouve, en prenant le rapport 
Ù P PP9rE; 


Soit maintenant E la position du mobile sur la ligne AB, la- 
quelle s’est transportée en A’ B'; on aura pareillement 


A'E= Vt. 


Divisant par A' B' =V 9, il vient 


A'E —t 
B F 
d'où l’on conclut 
AA! AE 
AC CG 
Mais les triangles semblables ACG, AA'’F donnent 
AA'_A'F 
AC CG 


Comparant avec l'égalité qui précède, on en tire 
A'E =A'F. 


Ce qui fait voir que le mobile sera constamment sur la diago- 
nale. 
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La comparaison des mêmes triangles donne encore 


AF AA" t, 
AG AC 9? 
donc 
AG 
AF = — t. 
A t 


Or, si dans cette égalité on fait t — 1", AF deviendra la vi- 
tesse w, et l’on aura 
AG 
s w = — 0 
+ (#] 


Divisant les deux membres par V, il vient 


w AG AG 
V = Vo — AB C. Q. F. D. 
Cette égalité fait voir que si l’on prend AB = V, on aura 
aussi 
w = AG; 
par conséquent, si les côtés AB, AC du parallélogramme 
ABCG représentent les vitesses du mobile en grandeur et en 
direction, la diagonale AG représentera la vitesse résul- 
tante en grandeur et en direction. 
Şi un point matériel A (fig. 13) est animé de trois vitesses 
Fig. 13. simultanées s, t, u, représentées 
en grandeur et en direction par les 
trois arêtes contiguës AB, AC, AE 
d'un parallélipipède rectangle, la 
vitesse résultante sera représentée 
en grandeur et en direction par la 
diagonale AD. 
D'abord la résultante des vitesses 
s, t est représentée par AF en grandeur et en direction; et 
commie la figure AEDF est aussi un parallélogramme, on en 
conclut que la résultante des vitesses AF et u est représentée 
par AD en grandeur et en direction. C. Q. F. D. 
Quant à la valeur numérique de la vitesse résultante AD= V, 
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on aura 
V? = S ae n?. 


Une vitesse donnée peut aussi se décomposer en tróis autres 
dirigées suivant trois axes rectangulaires. 

Mais nous ne nous arrêterons pas à ces développements qui 
sont identiques avec ceux que nous avons donnés dans la pre- 
mière lecon, à la suite de l'énoncé du parallélipipède des 
forces. 


PARALLÉLOGRAMME ET PARALLÉLIPIPÈDE DES ROTATIONS: 


Supposons un mobile animé de deux mouvements de rota- 
tion, l’un autour de l'axe AP (fig. 14), l'autre autour de AQ, 
“et soient w, œ’ les vitesses angulaires de ces deux mouvements. 
Pour concevoir cette double rotation, on peut d’abord suppo- 
ser que le corps tourne autour de AQ, et ensuite que ce der- 
nier axe est entraîné à son tour autour de AP, emportant le 
mobile avec lui. Cela posé, je prends à partir du point A des 
lignes AB, AC telles, qu’on ait 


et dans une direction telle, qu'en mettant l'œil en P et Q, on 
voie le mouvement s’effectuer dans le même sens , par exemple 
dans le sens du mouvement des aiguilles d’une moutre; sur 
ces lignes je construis le parallélogramme ABCD, et je dis: 
1° que les deux rotations se composeront en une seule autour 
de la diagonale AD; 2° que la vitesse angulaire résultante Q 
sera telle, qu'on aura 


EI 
> 
(æ 


Quant au sens de la rotation, on la verra s'effectuer de 
gauche à droite en mettant l'œil en D. 

D'abord dans l'élément + du temps, le point A reste fixe 
comme appartenant aux deux axes de rotation; je dis aussi 
qu'il en sera de même du point D. 
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En effet, en vertu de la rotation autour de AP, le point D 
s'abaisse au-dessoris du plan de la figure de la quantité 


ot. Dp. 


En vertu de la rotation autour de AQ , le même point D 
s'élève de la quantité 
wt. Dg. 
Donc le point D restera fixe pendant l'instant +, si l'on a 


wt.Dp=wr.Dg, ou = pe 
Remarquons que les triangles rectangles DCg, DBp sont 
. semblables, ayant chacun un angle égal à BAC; alors la com- 


paraison des côtés homologues donne 


DC _ Dg 
DB Dp’ 
mais 
DC AB _w 
DB AC v” 
par conséquent 
A Dq 
w — Dp 


Ainsi Za diagonale AD est l'axe autour duquel se fait la rota- 
tion résultante. 

Cherchons la vitesse angulaire de ce mouvement, et pour 
cela déterminons le déplacement élémentaire du point C. Le 
point C étant situé sur l’axe AQ, ne se déplacera qu’en vertu 
de sa rotation autour de AP; de plus, ce déplacement aura 


pour valeur 
wr.CA. 


Mais en veriu de la rotation résultante, ee déplacement est 
aussi égal à 
Qr.Cmn; 
donc 
Qr.Cm = wr.Cn. 
De là on tire 
Q Cr 


ta Cm 
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Si nous remarquons maintenant que l'aire du parallélo- 
gramme ABCD a pour mesure AD.Crn et AB.Cn, on aura 


,,. AD Can 
AD.Cm—AB.Cnr, d'où TE = GC 
Mais 
ARE donc aussi a AD GC. Q. F.D 
Cm na m AB * » . C2 


Si l’on prend AB = ù, on aura 
Q = AB. 


Le parallélipipėde des rotations se déduira sans peine de ce 


qui précède. 
PARALLÉLOGRAMME ET PARALLÉLIPIPÈDE DES FORCES. 


11. Soient deux forces, P et Q (fig. 14), agissant sur le 
point À , je prends, sur la direction des forces, des lignes AB, 
AC telles, qu'on ait 

P AB 
QT AC’ 
sur AB et AC je construis un parallélogramme , et je dis que: 
1°. La résultante R des forces P et Q sera dirigée suivant 
la diagonale AD; 


2°, Qu'on aura la relation 


R AD 

P AB 
En eflet, dans un instant infiniment petit, les forces P et Q 
impriment au point À des vitesses 


Fig. 14. 
à infiniment petites s, u, dirigées 
suivant AB et AC. En vertu du pa- 
n A _rallélogramme des vitesses, la vi- 
7e Ya c tesse résultante V du point À sera 
74 | | \\ E € telle, qu'on anra 
pl NV g 


V AD 
à + AB 
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Or la résultante des forces P et Q, devant produire sur le mo- 
bile le mème efet que ces deux forces, devra être capable 
d'imprimer au point A, dans la direction AD, la vitesse V 
dans le mème temps infiniment petit que ci-dessus ; cette force 
R devra donc agir suivant AD. Pour trouver son intensité, 
nous rappellerons que deux forces sont entre elles comme les 
vitesses qu’elles impriment dans le méme temps à la même 


masse ; on aura donc 


R V 
1. P s 
Mais on a déjà trouvé 
V AD 
5 AB ? A 
donc aussi 
R AD 
panan — + } . . 
P ~ AB oa 
On voit que si l’on prend 
AB — P, 
on aura 
R = AD : 


d’où l’on conclut que si les côtés d'un parallélogramme repré- 
sentent les forces en grandeur et en direction, la diagonale 
représentera la résultante en grandeur et en direction ; ce qui 
est d'accord avec l'énoncé plus élémentaire, mais moins géné- 
ral, que nous avons donné dans la première leçon. 

La propriété du parallélogramme des forces ramène le calcul 
de la résultante à un simple problème de trigonoméurie. En 
effet, on a 


—— ; 


AD = AB + BD — 2 AB. BD. cos ABD. 
Mais 
AD=R, AB=P, BD=Q, 
et 
cos ABD = — cos A 
(car ABD = 180°— A); par suite 


R = P -+ Q 2 PQ cos A. 
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Si À = 90°, on a simplement 
R= Pr +07. 


On peut remarquer que la composition des vitesses, celle 
des rotations et des forces, ont pour base le même théorème. 
De là il suit que toutes les propriétés qui dépendront de la 
composition des forces conviendront aussi aux vitesses et aux 
rotations. 


RÉCIPROQUE DU PARALLÉLOGRAMME DES FORCES. 


Réciproquement , si d'un point quelconque, pris sur la di- 
rection de la résultante de deux forces, on mène des paral- 
lèles aux composantes, celles-ci seront entre elles comme les 
côtés du parallélogramme ainsi formé. 

Soient deux forces P et Q (fig. 15) telles, que leur résul- 

Fig. 15. tante soit dirigée suivant AD. Par un 
point quelconque D pris sur cette ligne, 
je mène deux parallèles aux deux compo- 
santes, et je dis qu’on aura 

E AD 
Q AC 


En efet, si cette égalité n'a pas lieu, 





on pourra toujours trouver un quatrième 
terme AE tel, qu'on ait 

P AB 

Q AE 


LA 


Mais alors si l’on achève le parallélogramme ABEF, la résul- 
tante des forces P et Q sera dirigée suivant AF, ce qui est 
contraire à l'hypothèse. 


PROPRIÉTÉ DE CHAQUE POINT DE LA RÉSULTANTE. 


Tuéonëme. — Si d'un point quelconque de la résultante 
de deux forces, on mène des perpendiculaires sur les di- 
rections de ces forces, celles-ci seront en raison inverse des 


longueurs de ces perpendiculaires. 
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Soit O (fig. 16) un point quelconque pris sur la direction de 
Fig. 16. la résultante des forces P et Q, jedis qu’on 
aura 
P  Og 
——=—, où P.0p=Q.Os. 
TET pP =Q.0q 


Par le point O je mène des parallèles 






q 
\ į , . , 
A Ng aux forces, et lon aura, par ce qui pré- 
k 0 cède, 
P AB OC 
R — D —> = — 
Q 7 AC OB 


Mais les triangles rectangles OBp, OCg sont semblables ; car 
les deux anglesOBp,OCg sont égaux comme étant égaux cha- 
cun à langle BAC: la comparaison des côtés homologues 


donne alors < 


OC Og 
OB Op 
Mais déja 
P OC 
Q OB 
‘donc aussi 
P _Og 
o T C. Q. F. D. 


Comme, en multipliant en croix, légalité précédente donne 
P.Op = Q.09q, 


on peut énoncer le théorème précédent en disant que : 

Les deux forces multipliées par leurs distances à un méme 
point quelconque de la résultante donnent des produits 
égaux. 

Réciproquement, si pour un point quelconque O pris dans 
l'angle de deux forces on a la relation 


P.Op = Q.03, 


ce point sera situé sur la direction de la résultante. 
En elfet, de l'égalité ci-dessus on tire d’abord 


P Oq 


mt 
-= 


Q Op 
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Ensuite les triangles semblables OC q, OB p donnent 
Oq _ AB 
Op AC” 


et, en comparant ces deux rapports, 


Q— ac 
d’où il suit que le point O est situé sur la direction de la ré- 
sultante des deux forces. cé Qi D: 
Le principe du parallélipipède des forces se déduit du pa- 
rallélogramme des forces ainsi que nous l'avons montré dans 
la première leçon, il serait superflu d'y revenir. 


COMPOSITION DES FORCES PARALLÈLES. 


12. Soient deux forces P et Q qui concourent au point D 
(fig. 17); elles auront une résultante dirigée dans l'angle 


ADB. Si l'on fait tourner 


Fig. 17. 
D lune des forces, la force P 
TI À . 72 e 
À par exemple, jusqu'à la ren- 
Fe j dre parallèle à Q, la résul- 


tante deviendra elle-même 
parallèle à Q, et sera située 
entre les deux composantes. 
Soit C le point où elle ren- 
contre AB. 





En vertu de la propriété 
démontrée au numéro précédent, on aura 


mé dt 
P.Cp =Q.Cq, d'où T o 


Mais les triangles ACp, CBg qui sont semblables, donnent 


Cq _ CB. 
Cp CA’ 
donc aussi 
P CB 
— —, Q ; = 0.CB. 
gga? Tù P.CA=Q.CB 
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Il reste encore à connaître l'intensité de la résultante. Avant 
de rendre les forces parallèles , on a 


R? = P?+ Q’ + 2 PQ cos D; 
les forces devenant parallèles, 


D=0, cosD=S1, 
et, par suite, 


R? = P?+ Q+ 2 PQ =(P +Q), doù R=P Q. 


Ainsi deux forces parallèles et de méme sens ont une ré- 
sultante égale à leur somme, parallèle à leur direction com- 
mune, et cette résultante divise la droite qui joint les points 
d'application des forces en deux parties inversement propor- 
tionnelles aux forces; ou, ce qui revient au même, le point 
d'application de la résultante est placé de telle sorte, que 
chaque force multipliée par sa distance à ce point donne un 


produit égal. 
COMPOSITION DE DEUX FORCES PARALLÈLES ET DE SENS CONTRAIRE. 


La résultante de deux forces parallèles et de sens contraire 
pourrait aussi se déduire du parallélogramme des forces, 
mais il sera plus simple de l'obtenir de la manière suivante: 

Soient les deux forces proposées P et Q (fig. 18) et prenons 
P `> Q. Je remplace la plus grande 


Fig. 18. 
s force P par deux autres forces pa- 
c A rallèles, l'une Q appliquée au point 
/ B ? . * r 
| B, l’autre X appliquée à gauche du 
/ point À en un point C dont il s’agit 
x 


d'assigner la position. On remar- 
P quera d’abord que les forces P et Q 
ayant été remplacées par les trois forces X, Q, Q, et ces deux 
dernières se détruisant , il ne reste que X qui est par consé- 
quent la résultante cherchée. Pour déterminer X, on a en 
premier lieu 
P=Q0 +X, d'où X—=P—Q. 


En second lieu, comme le point À est le point d'application 
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des forces X et Q, 
X.AC = Q.AB, 
d'où l'on tire 
A .AB .AB 
AU = Q-AB =s QAB = 
k PQ 
On connait ainsi la force X et le point C. 
On peut remarquer en passant que si l’on avait 


P =Q, 


AC serait infinie. Dans ce cas, il wy aurait donc pas de ré- 
sultante. Et en effet, deux forces égales, parallèles et de sens 
contraire ne sauraient être remplacées par une force unique, 
car il n’y a pas de raison pour que cette force soit placée plutôt 
d’un côté que de l’autre des composantes. Le système de deux 
forces égales et parallèles forme ce qu’on appelle un couple. 
Reprenons l'égalité 
X.AC = Q.AB, 


qui devient, en y remplaçant X par sa valeur, 
(P — Q) AC = Q.AB. 


Développant le premier membre, on en tire 


nee eee e mm 


P.AC = Q.AC + Q.AB = Q( AC + AB) = Q.BC. 


Ce qui fait voir que chaque force multipliée par sa distance 
au point d'application de la résultante donne un produit 
égal. 

On voit donc que la propriété ci-dessus convient aux forces 
parallèles comme aux forces concourantes. 

La réciproque de ces théorèmes se démontrerait sans difi- 
culté. 

On peut conclure de ce qui précède que: La résultante 
de tant de forces parallèles qu'on voudra est égale à leur 
somme, en regardant comme positives les forces qui tirent 
dans an sens, et comme négatives celles qui tirent en sens 


contraire. 
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APPLICATIONS DIVERSES. 


13. ProsLème. — Atteler deux chevaux de manière à faire 
tirer chacun suivant sa force. 
Supposons les forces P et Q (fig. 19) des deux chevaux 


dans le rapport de m à n, et posons, 


Fig. 19. 


pour abréger, 
AB =.. 


Connaissant la résistance R à la 
traction , il s'agit de déterminer les 
efforts P et Q des deux chevaux 
ainsi que le point C où la résultante 
des deux forces sera appliquée; car 





c'est à ce point qu'on devra fixer la barre CD de trait desti- 
née à mouvoir la résistance. 
Pour déterminer les quatre inconnues 


AC, BC, P, Q, 


on aura les quatre équations 














! AC + BC = !/, 
| P+Q=R, 
P.AC = Q.BC, 
Poom 
Q a 
Résolvant ces quatre équations , on trouve sans peine 
= 
(1) m+n 
ml 
(2) éme 
mR 
\ 3) P = nie , 
nR 
} = - ' 
(4) Q m+n 
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Si, parexemple,/ =1", m= 2, ñ = 3 , R = Goo, on trou- 





vera 
AC = =? = 00; 
BG = x ; a PS 
Pa IKE = 240“, 
Q == — = 360". 


PRESSION D'UN VOLANT SUR SES COUSSINETS. 


ProszÈëme. — Calculer la pression d'un volant, et en gé- 
néral d'une roue sur ses coussinets. 
Soit O (fig. 20) le centre du volant que je supposerai, pour 
Fig. 20. plus de généralité, monté à des distances 
inégales des tourillons dont les rayons sc- 
ront r et:”, g étant le centre de gravité du 
système, le poids du volant et du cylindre 
pourra être regardé comme une force Q 





appliquée au centre de gravité, et il s’agit 
> % de décomposer la force Q en deux autres 
forces parallèles appliquées aux points A et B. 
Posant , pour abréger, gA =a, gB = b, et nommant Pet 
P’ les composantes inconnues, on aura pour les déterminer 
les deux relations 
| PPS Q, 


Pa =b, 


lesquelles étant résolues, donnent 








| Qb 
Le P n 
(3) a +b 

à Qa 

{ \ ) no te its 

E 6) pi PRE TA à 


Supposons, par exemple , Q = 12000", a = 0",80, b = 0",30. 
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les formules ci-dessus donnent 


12000 X 0,30 
P ne te mem ne 32 2* a 
1,1 Fe 

12000 X 0,80 
Q = ———— = 8727*,3. 


TRAVAIL ABSORBÉ PAR LES FROTTEMENTS DES TOURILLONS SUR 
LES COUSSINETS. 


ProsLeme. — Calculer le travail absorbé par les frotte- 
ments d'un volant, et en général d'une roue sur ses cous- 
sinets. 

Quand un corps mobile glisse sur un corps fixe, le corps 
mobile éprouve, en sens contraire de son mouvement, une 
résistance qu'on nomme frottement; cette force est propor- 
tionnelle à la pression totale qui s'exerce entre les surfaces de 
contact, et elle ne dépend pas de l’étendue de ces surfaces; de 
sorte que si l’on nomme P la pression sur un coussinet, f un 
coeflicient qui dépendra de la nature des matières frottantes, 
F le frottement, on aura 


F=fP. 


Maintenant, si l'on nomme s l'élément infiniment petit décrit 
par le milicu du tourillon, le travail élémentaire dů au frotte- 


ment sera, en ayant égard à son signe, 


t = — f Ps. 
Pour un nombre » de rotations pareilles, on aura 
nt = — fn Ps. 


Posant , pour abréger, ns = S, le travail développé sur toute 
l'étendue de lare S sera 


(7) nt = — f PS. 


# 


Pour une rotation entière du volant et pour les deux touril- 
lons, on aura successivement 


S= agr, S=arr, 
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et la formule (7) donnera 


nt = —2$fPrr, 
n't = — 2f P' rr. 
Ajoutant et posant, pour abréger, nt + n’t'= T, le travail 
total sera 





| (8) T= — 2fr (Pr+ P'r'). 


Si r= r, cette égalité devient 


(9) T = — 2frrQ. 


De sorte que si les deux tourillons sont de même rayon, le 


miles reels 


Eoee Dan gu O 
qp m a TE 


travail absorbé est le même que si le volant tournait autour de 
son centre de gravité et sur un tourillon fictif d'un rayon égal 
à celui des tourillons vrais. Dans ce cas , le calcul des pressions 
devient inutile pour la détermination du travail. 

La formule (8) montre que le travuil absorbé par les frot- 
tements sera d'autant moindre que les tourillons seront plus 
petits. Il est donc avantageux de ne donner aux tourillons que 
les dimensions que comportent les résistances dont ils doivent 
être capables. 

Pour donner une application numérique de la formule (8), 
supposons r= 0™,05, r’ = 0",07. Si les tourillons sont huilés, 





on aura, pour la valeur moyenne de f, 
Fop eA 


Par suite, le travail absorbé pour une rotation sera, en adop- 
tant pour P et P’ les valeurs calculées plus haut, 


i 

x a “ . 

| T = 584%" (kilogrammètres environ). 
l 


Es (Le kilogrammètre est l’unité de travail; c’est le travail effec- 
| tué en élevant un poids de 1 kilogramme à 1 mètre de hau- - 
teur. Le travail développé pour élever un poids de 75 kilo- 
grammes à 1 mètre de hauteur est ce qu’on nomme le cheval- 
vapeur.) 

Supposons maintenant que le volant fasse 20 tours par 





= 
ed de mm me = 


=. er ee 


minute, le travail correspondant à cet intervalle de temps 


-_ -x - 
Ex eeyan Sa 


' 


hi 
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sera 
584 X 20%", 


Pour une seconde, il deviendra 


584 X 20 | 
Ep — 194%®,66, 
et si l’on divise par 75, on aura, pour le travail estimé en che- 
vaux-vapeur, 
T = 2%*,6. 


Ainsi dans l'exemple choisi, le volant absorbe 2°: ",6 de force. 
On verra plus loin (n° 34) que la formule (8) n'est vraie que 
par approximation, 


DÉFINITION DU CENTRE DES FORCES PARALLÈLES. 


14. Soient deux forces parallèles et de mème sens, P et Q 

fes (fig. 21), appliquées sur la droite 
AB. Le point C d'application de la 
résultante se déterminera par la re- 
lation 





Supposons maintenant qu'on 
change les directions des forces P 
et Q sans changer leur intensité, et, plus généralement , sans 
altérer leur rapport; le point d'application de la résultante 
des nouvelles forces parallèles P’ et Q’ se déterminera encore 
par la relation 


P RC 
Q Coi 


d P . FO a A 
et comme y == F le point C ainsi trouvé sera le même qu'au- 
paravant. 
Supposons maintenant qu'on laisse aux forces leur première 
direction, mais qu'on déplace AB; AB devenant A'B’ et les 
forces P et Q devenant aussi P”, Q”, le point C’ d'application 
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de la résultante se déterminera toujours par la relation 


P P BC 
416? 


F O NC 


4 


et l’on tombera encore sur le même point. 


Par conséquent, si l’on fait tourner autour de leurs points 
d'application deux forces parallèles dont le rapport reste 
constant, la résultante passera toujours par le méme point 
de la droite qui joint les points d'application des forces. La 
méme chose aura lieu si, sans changer le rapport et la direc- 
tion des forces, on déplace la droite d'application. Ce point 
par lequel vient constamment passer la direction de lu résul- 
tante de deux forces parallèles se nomme centre des forces 
parallèles. 

On arrivera évidemment de proche en proche à Ja mème 
conclusion pour tant de forces parallèles qu'on voudra. 

Donc, si l'on fait tourner autour de leurs points d'applica- 
tion, tant de forces parallèles qu'on voudra diminuées ou 
augmentées toutes dans le même rapport, la résultante tour- 
nera aussi autour de son point d'application, mais en restant 
constamment parallèle aux composantes. 


Si, au lieu de changer la direction des forces, on déplace 
le système des points d'application, supposé invariable, la 
résultante passera toujours par le méme point du système 
proposé. 

Ce point par lequel passe constamment la direction de la- 
résultante de plusieurs forces parallèles est le centre des 
forces parallèles. | 

Si le centre d’un système de forces parallèles est rendu fixe, 
le système restera en équilibre autour de ce point, soit qu'on 
change la direction des forces, soit qu’on fasse tourner autour 
de ce point le système proposé; et, en effet, la résultante 
passant toujours par le point fixe, sera constamment détru'te 
par sa résistance. 
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CENTRE DE GRAVITÉ D'UN CORPS. 


Les actions de la pesanteur, étant perpendiculaires à la 
surface des eaux tranquilles, ‘sont sensiblement parallèles 
dans toute l'étendue d'un méme corps. 

Cela posé, on appelle centre de gravité du corps, le centre 


de ce système de forces parallèles. 


CENTRE DE GRAVITÉ D'UN VOLUME, DUNE SURFACE, D'UNE LIGNE 


Le centre de gravité d'un volume est le centre des forces 
parallèles qui seraient appliquées aux divers points de ce 
volume, et qui seraient proportionnelles à ses éléments, Le 
centre de gravité d'une surface, d'une ligne, se définit de la 
mème maniere. 

Ainsi, par exemple, les forces appliquées aux divers points 
du volume doivent étre telles, que leur résultante, pour chaque 


centimètre cube, soit de méme intensité. 
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QUATRIÈME LEÇON. 


- DU TRAVAIL DES FORCES, 


DÉFINITION DU TRAVAIL. 

15. Je définirai le travail, l'effet produit par une force qui 
déplace son point d'application. Ainsi le manœuvre qui 
transporte un fardean d'un étage à l’autre d’un échafaudage, 
n'accomplit un certain travail que parce qu'il déplace le point 
d'application de l'effort qu’il développe, effort qui est égal 
au poids de la charge. Le travail serait nul si, la charge étant 
trop lourde, il ne pouvait la soulever malgré ses plus grands 
efforts. Le menuisier qui promène sa varlope sur une pièce 
de charpente n’accomplit un travail que lorsque le tranchant 
de l’instrument mord sur le bois, attendu que dans ce cas seu- 
lement il a déplacé le point d'application de la force. Le 
terrassier qui creuse un fossé et qui jette la terre sur la berge, 
déplace le point d'application de la force qu'il développe. 
Il n'accomplirait aucun travail si le sol, étant trop dur, résis- 
tait à l’action de la pelle. Le laboureur qui creuse un sillon 
avec la charrue déplace, à chaque instant, le point d’applica- 
tion de la force. Les machines à filer le lin déplacent le point 
d'application de la force, en allongeant les fibres du lin, en 
les aplatissant ou les tordant. 

Si l’on voulait poursuivre cet examen, on verrait que par- 
tout où il y a travail, il y a une force qui déplace son point 
d'application. 


UNITÉ DE TRAVAIL, KILOGRAMMÈTRE. 


On a pris pour unité de travail, le travail qui consiste à 
élever un poids de 1 kilogramme à 1 mètre de hauteur, 
indépendamment du temps employe. 
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Le travail qui consiste à élever un poids de 1000 kilo- 
grammes à 1 mètre de hauteur se nomme quelquefois grande 
unité dynamique. 


MESURE DU TRAVAIL DYNAMIQUE. 


Le travail d'une force dont le point d'application décrit 
une ligne droite a pour mesure le produit de cette force par 
le chemin que son point d'application parcourt suivant sa 
direction. (Il ne faut pas perdre de vue que le chemin ainsi 
mesuré n'est autre chose que le chemin eflectif projeté sur la 
direction de la force. Ce n’est qu’en l’estimant ainsi que les 
travaux des forces jouissent des propriétés remarquables que 
nous démontrerons ci-après.) Et, en effet, supposons qu'un 
moteur élève un poids de 4 kilogrammes à 5 mètres de hanteur. 
4 kilogrammes élevés à 5 mètres exigent évidemment le même 
travail que pour élever 5 fois 4 kilogrammes à 1 mètre. Or 
5 fois 4 kilogrammes élevés à 1 mètre représentent un travail 
de 4 X 5 kilogrammètres. Donc, etc. ” 

Si l’on veut donner à la démonstration une forme plus 
mathématique, on en disposera les éléments comme ci-après : 


TRAVAUX. FORCES, CHEMINS. 
T P P- 
G P pa 
E P’ p: 


Soient T et T’ les travaux eflectués pour élever deux poids P 
et P à des hauteurs p et p', je dis qu’on aura 


Pp 
P'p' 





T 
T 


Je fais d'abord remarquer que les efforts développés par les 
moteurs sont égaux aux poids P, P” qui représentent ainsi les 
forces proposées. Je compare le travail T au travail © déve- 
loppé par un moteur capable d'élever le poids P à la hauteur p’, 
on aura évidemment 
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Comparant ensuite & à T’, il vient 


Ce qui montre que Les travaux de deux forces sont entre cux 
comme les produits de ces forces multipliées par les chemins 
parcourus par leurs points d'application, parallèlement à 
leurs directions. 

Si l'on compare le travail quelconque F au travail T’ qui 
consiste à élever un poids de 1 kilogramme à 1 mètre de hau- 
leur, on aura 


P' — IÉ, = 1, 


ct l'égalité ci-dessus deviendra 
T . 
T pe F P: 


Maintenant si l'on choisit T” pour être Punité de travail dyna- 


mique, on aura 


Part, Gb, parsuite; -T= Pp: C. Q. F. D. 


JUSTESSE DU MOT TRAVAIL. 


Le mot travail défini comme ci-dessus est encore nommé 
par quelques auteurs effet dynamique; mais la première 
expression, qui a été proposée par Coriolis, a généralement pré 
valu. Pour montrer toute sa justesse, considérons le travail 
produit en une journée par un ouvrier employé, par exemple, 
à tirer de l’eau d’un puits avec un seau attaché à une corde qui 
s'enroule sur un tour. Supposons que le puits ait 5 mètres de 
profondeur et que louvrier, dans sa journée, fasse monter 
100 séaux contenant chacun 20 litres. Le travail journalier 


estimé en kilogramimètres sera 


100 € 20 9 = 10000 kilogrammetres. 
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Admeltons maintenant que le puits ait 10 mètres de profon- 
deur. Évidemment l'ouvrier ne tirera que 5o seaux dans sa 
journée. Mais le travail effectué, estimé en kilogrammėtres, 
sera encore 


5o >< 20 X 10 = 100 < 20 X = 10000 kilogrammėtres. 


Ce qui fait voir que pour des quantités égales de travail dyna- 
mique , l'ouvrier recevra le même salaire. 


RÉSULTATS D'EXPÉRIENCES FAITES SUR LE TRAVAIL DES MOTEURS 
ANIMÉS. 


Si un moteur cherche à déplacer une résistance trop grande, 
ses efforts quelque grands qu'ils soient, resteront impuissants 
et le travaïl sera nul. Si la résistance est très-faible ou même 
nulle, le travail sera encora nul, quelque grand que soit l'es- 
pace parcouru par le moteur. J doit donc exister une valeur 
de la vitesse et de la résistance telle, que le travail soit un 
maximum, 

Pour les moteurs animés, ceite valeur de lá vitesse et de la 
résistance ne peut s'obtenir que par l'expérience. Pour les 
machines, cette détermination est un résultat de la théorie qui 
fait connaître la vitesse répondant au maximum d'effet ; cette 
vitesse étant connue, ìl ne reste qu'à régler la résistance de 
manière à faire prendre à la machine la vitesse voulue. 
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TABLEAU des quantités de Travail journalières fournies par les 
moteurs animés. 


Uxiré DE travaiL : Travail consistant a élever 1000K à ı mètre de hauteur. 


DURÉE [QUANTITÉS 
VITESSE | gu TRAVAIL 
EFFORT i 
NATURE DU TRAVAIL. moyenne | tearaii accompli 
moyen.| Par | journa-| journa- an 
seconde. | tier, lières 


POUR LES HOMMES. 


Un homme montant un escalier 
ou une rampe douce, son tra- 
vail consistant dans l'élévation 
de son corps 

[Un manœuvre élevant des poids 

| avec une corde et une poulie, 
ce qui oblige à faire descendre 
la corde à vide... ia 


|Un manœuvreélevant des poids et 
{ les soulevant avec la main.... 


[Un manœuvre élevant des poids 
en les portant sur son dos, au 
haut d'une rampe douce, et re- 
venant à vide . 


Un manœuvre élevant des terres 
à la pelle, à la hauteur moyenne 
de :,60...... Merde ee as 


Un manœuvre agissant sur une 


roue à chevilles ou à tambour 
(ces roues sont nuisibles à la 
santé des ouvriers) : 


19, Au niveau de l'axe. .... 
29, Vers le bas de la roue... 


Un manœuvre agissant sur une 
manivelle 


POUR LES CHEVAUX, 


Un cheval attelé au manège et 
allant au pas. .... 


A Un cheval attelé au manége et 
allant au trot. 


| Un bœuf attelé au manége et al- 
lant au pas 


[Un mulet attelé au manège et al- 
lant au pas...... 


| Un âne attelé au manège et allant 
au pas.. f 


Remarques. — Les durées de la journée de travail, contenues dans le 
tableau ci-dessus, sont celles que l'expérience a montré être le plus favo- 
rables à la conservation de la santé du moteur, et au maximum du travail 
journalier qu'il peut produire. 
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Il résulte du tableau ci-joint que l'homme, par exemple, 
produit la plus grande quantité de travail alors qu'il élève son 
propre poids. Il suit de là que la manière la plus utile de Fem- 
ployer, consiste à le faire monter à une certaine hauteur, et à 
se servir ensuite de son poids descendant pour faire monter 
une résistance à peu près égale. Cette manière d'employer la 
force de l'homme a été mise en pratique par le capitaine du 
génie Coignet, dans les travaux de terrassement du fort de 
Vincennes. On fait monter un manœuvre à une échelle, d'où 
celui-ci passe sur un plateau de balance attaché à une corde 
qui s'enroule sur une poulie; un second plateau fixé à l’autre 
bout de la corde élève la résistance. Ce procédé a procuré des 
économies considérables. 


PROPRIÉTÉS DU TRAVAIL ÉLÉMENTAIRE DES FORCES. 


16. Nous avons déjà dit que pour obtenir le travail élémen- 
taire d'une force, il fallait projeter sur celte force le chemin 
infiniment petit décrit par son point d'application, et multi- 
plier ensuite cette projection par la force donnée. Par consé- 
quent, si l’on nomme P la force, e le chemin, æ l'angle que sa 
direction fait avec celle de la force, le travail de P sera 


CP = P ecosa = s X Pcose. 


Donc le travail d'une force s'obtiendra encore en projetant 
la force sur la direction du chemin parcouru, et multipliant 
ensuite celte projection par ce chemin. 

Si le facteur Pcosa est positif, la projection de la force 
tombera sur la direction du chemin parcouru, et le travail 
sera un travail moteur. 

Si, au contraire, Pcosaæ est négatif, la projection de la 
force tombera sur le prolongement du chemin décrit, et le 
travail sera un travail résistant. 

Taéonkme. — Le travail élémentaire de la résultante de 
deux forces agissant dans le méme plan est égal à la somme 
des travaux élémentaires des composantes. 


(Dans tout ce qui va suivre, nous regarderons les travaux 
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moteurs comme positifs, les autres comme négatifs, de sorte 
que par le mot somme, on devra entendre une somme algé- 
brique.) 
Soient P et Q (fig. 22) les deux forces données, R leur 
Fig. 22 résultante, déterminée par la règle 


R i 
E c> du parallélogramme des forces. Pro- 
Te er 


jetant les forces sur la direction Ox 
"dE Pi ; 








La Aap du chemin parcouru, on a évidem- 
ce, ll fi R 
0 D a 7 ment, en observant que les trian- 
gles OBZ, ACD sont égaux, ` 


Oc = Oa + Ob. 


Multipliant les deux membres de cette égalité par le chemin € 


décrit par le point O, il vient 


Oc.s = 0a.: + 0Ob.e. 


Mais 

Oc.: TR, Oa.s =P, 0b.: =Q; 
donc 
q1) ER =P +ĒQ. 


Supposons maintenant que la projection de l’une des forces 
Q ou P {fig. 23) tombe sur le prolongement Ox : si c'est la 


Fig. 23. projection de Q qui est dans ce cas, 
8, on aura 
Bk 
RE EN, Oc = Oa — ac = Oa — Ob; 
Q- x 
B% / D XA EN 
f multipliant par £, on a encore 
f A 
EE s Oc.s = Oa.s — Ob.: 
Mais 
Oc.e:= CR, Oa. =TP, Ob. =— TQ; 


donc l'égalité ci-dessus devient également 
CR —=CP+E€EQ. CQ. F. D. 
La démonstration serait la même si le travail de R était né- 


gatif, Par conséquent, l'équation (1) a lieu dans tous les cas, 


. * “ +, * 
conformément à l'énoncé. 
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On peut remarquer que l'égalité ci-dessus est encore vraie 
lorsque £ est une quantité finie; mais cela exige que le chemin 
décrit par le point d'application de la force soit rectiligne. 

On déduit sans peine du théorème précédent que le moment 
de la résultante de deux forces agissant dans un méme plan 
est égal à la somme (algébrique) des moments des compo- 
santes , le centre des moments étant un point choisi arbitrai- 
rement dans le plan des deux forces. (Voir page 6.) 

Conoizaime. — Le travail élémentaire de la résultante de 
tant de forces qu'on voudra agissant sur un méme point est 
égal à la somme (algébrique) des travaux élémentaires des 
composantes. 

Soient P, P’, P”, P”,... les forces données; nommant R 
leur résultante, je dis qu'on aura 


CR=CP+HCP'+CP'+CP"+..., 
ou, d’une manière plus abrégée, 
CR = 2:.CpP. 


En effet , soit S la résultante des deux premières forces P et 


P’, on aura 
ES = CP + CP’. 


Soit S’ la résultante de S et de P”, on aura encore 


ES" = GS + GP”, 
et ainsi de suite, 

Soit enfin R la résultante de S” et de P”, on obtient 
ER = EY -+ EP”. 


Ajoutant ces égalités membre à membre et réduisant, on 
trouve 


m 


(2) ER = X.GP. C. Q. F. D. 


ÉQUILIRRE D'UN POINT MATÉRIEL. 


Tnuéorème. — Lorsqu'un point matériel sollicité par tant 
de forces qu'on voudra est en équilibre, la somme des tra- 
vaux élémentaires des forces est nulle. 
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Ecrivons l'équation du travail sous la forme 
Rr=2.Pp. 


Deux cas peuvent se présenter : ou le point est entièrement 
libre, ou il est assujetti à rester sur une courbe ou une sur- 
face donnée. Dans le premier cas, l'équilibre n’est possible 
qu'autant qu'on aura R = o; ce qui donne 


:.Pp = 0. 


Dans le second cas, la force doit être normale à la courbe 
où à la surface, et comme le mobile ne peut glisser que sur la 
tangente ou le plan tangent, on aura 


r—O, etparsuile X.Pp= o0. C. Q. F. D. 


Théonëme. — Réciproquement, si lon a È .Pp = o pour 
tous les mouvements infiniment petits que peut prendre le 
point matériel, les forces qui le sollicitent se feront équilibre. 

En effet, si l'équilibre n’a pas licu , on pourra toujours ap- 
pliquer au point donné, en sens inverse du mouvement qu'il 
prendra sous l'influence des forces, une force R qui le tiendra 
en équilibre; alors les forces R, P, P’, P”,... se détruisant 
mutuellement , on aura 


2.Pp—Rr=o. 


(Je mets le signe — devant Rr, à cause que ce travail est un 
travail résistant.) Mais, par hypothèse, 


Z.Pp=0; donc Rr=o. 
Or, pour que ce produit soit nul, il faut qu'on ait 
R=0 o F=0;: 


et lon voit que chacune de ces conditions exprime que le 
point donné ne prendra aucun mouvement. C. Q. F. D. 


DÉMONSTRATION DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE DU TRAVAIL DES FORCES 
OU DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES. 


17. Proposons-nous maintenant de démontrer l'équation 
du travail pour un système quelconque de forces en équilibre. 
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Dans ce but, j'établirai préalablement les théorèmes sui- 
vants : 

TutorèmE. — Quand une droite se déplace infiniment 
peu sans changer de longueur, si l’on projette sur cette droite 
les chemins décrits par ses deux extrémités , les deux projec- 
tions seront égales et de signe contraire (ou, en d’autres 
termes, l'une des projections tombera sur là droite, l’autre 
sur son prolongement). | 

Nommant 9 l’inclinaison de CD sur AB, on a (fig. 24) 


Fig. 24. - s E 
cd = CD cos ẹọ = AB | ı — 2 sin’ ọ j 


d’où l'on tire 


o 
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, 
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[p 

} 

F rà 

1 

LL 
LUS 


= 
= m 
~ 


| ` 
i 
Qt 
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La limite du rapport de cd à AB est donc l'unité. De là on 
conclut 
À c = — Bd. C. Q. F. D. 

Taéorime. — Quand une droite change de longueur en 
se déplaçant infiniment peu, st l’on projette sur cette droite 
les chemins décrits par ses deux extrémités, l’une des pro- 
jections, prise avec un signe contraire, est égale à l'autre, 
augmentée de la variation de longueur de la droite, cette 
variation étant positive ou négative suivant que la droite dont 
il s'agit augmente ou diminue de longueur. | 

Je suppose, pour fixer les idées, que la droite ait augmenté 


de longueur, et soit devenue CD ( fig. 25). Prenant CE = AB, 


nous aurons, en valeurs absolues, 


Fig. 25. 


Ac = Be, et en regardant A c comme 
positif et Bd comme négatif, 


— Bd = Ac + ed = Ac -+ ED. 





Il est évident que si le point D tom- 
bait à gauche de E, la quantité 
ED prendrait le signe moins, ce qui démontre le théorème 


énoncé. 


4 


Aea 


f 


=< 


+ 


-Oo 





20 QUATRIEME LEÇON. 
Si l’on faisait sur les signes des projections des hypothèses 
contraires aux précédentes, on aurait 


Bd = — Ac + ED = —(Ac— ED), 


d'où l’on tire ; 
— Bd = Ac — ED. 


Par conséquent, dans ce cas, la projection du chemin décrit 
par l'une des extrémités de la droite mobile, prise avec un 
signe contraire, est égale à la projection du chemin décrit par 
lautre extrémité, diminuée de la variation de longueur de la 
droite, cette variation de longueur étant positive ou négative 
dans les mêmes cas que ci-dessus. 

Nous ferons remarquer avant d’aller plus loin que le travail 
élémentaire Pp d’une force P prendra le signe qui lui con- 
vient , en regardant p comme positif ou comme négatif suivant 
que cette projection tombera sur la direction de la force ou sur 
son prolongement. 

Soient maintenant trois points matériels À, B, C (fig. 26), 

Fig. 26. tenus en équilibre par les forces P, P’, P”, 
et liés entre eux par des droites le long 
desquelles agiront des réactions attractives 


c ou répulsives T, T’, T”. En ayant égard à 
p 34t, y S 


Ty Y . 
/ à ces diverses forces, on pourra regarder 
n E p Chaque point comme entièrement libre, 
Z 
[4 . 
et par suite on aura, en supposant pour 


généraliser que les diverses droites changent de longueur pen- 
dant le déplacement infiniment petit du système : 


Pp+Ti+T't"—= 0, 
P'p — T(tHd.AB)+T'# = 0, 
P'p"— T'(/ H9.BC) — T'(#Hd.AC) = 0. 


Le signe 9, placé devant une ligne, indique sa variation de 
longueur; les signes supérieurs répondent au cas d’une réac- 


tion attractive, les signes inférieurs au cas d’une réaction ré- 
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pulsive. Ajoutant ces équations membre à membre, on trouve 
2PpÆTI.ABTT'0.BC HT". AC = 0. 


Supposons maintenant un quatrième point D (fig. 27) sollicité 

es par une force P”, et lié avec le point A 
par une ligne matérielle; en nommant & 
la réaction qui s'exerce le long de cette 
ligne, la première des équations ci-dessus 
s’'augmentera du terme € +, et aux équa- 
tions précédentes s’en joindra une nou- 





velle, 
P"p"—&(rH3.AD)— 0. 


En ajoutant ces diverses équations, on sera conduit à un 
résultat analogue au premier. Si le point D est aussi lié au 
point B, la seconde équation s'augmentera de &'+' et la qua- 
trième de— &'(r'+ ð. DB); enfin si le point D est aussi dépen- 
dant du point C, la troisième équation s'augmentera du terme 
Cr", et la quatrième de — €” (t” + 3.DC), de sorte qu'on 
aura 


Pp+Tt+T'# + Cr—=o, 

Pp —T(tH0.AB)+T'r +U =0o, 

P” p” —T (V &8.BC)— T" (t Hoô.CA) 4 Z” t” —=0o, 

P” p” — E(t Æ3.DA) — C’ (r' + 3.DB) — €” ("£ 3.DC) = 0. 


Ajoutant toutes ces égalités membre à membre, on trouve 


2PPpHTO.ABZT'8.BCTET"8.CA EECI.DATC'I.DB 
Te. DC =o, 


En faisant intervenirun cinquième point, on seraitévidemment 
conduit à un résultat analogue, et ainsi de suite. 

Donc, si l’on nomme /, 7l’, l”, ete., les droites qui joignent les 
ditférents points du système et le long desquelles règnent des 
réactions, on aura, quel que soit le mode de liaison de ces 


4. 


52 QUATRIÈME LEÇON. 

points, 

(3) Ppp Tib pri TT "TE... —0, 

les signes supérieurs répondant à une réaction attractive, les 


signes inférieurs à une réaction répulsive; et il est bien en- 
tendu qu'il n’est nullement nécessaire que chaque point soit 





sollicité par une force extérieure. 
Maintenant si les droites le long desquelles s’exercent des 

réactions sont inextensibles, comme cela a lieu dans un corps 

ir solide (cette hypothèse est permise quand le système est arrivé 
à létat d'équilibre), on aura 
| iso, 0, DS bus 
el, par suite, 

Z.Pp=0o, 

ce qui est l'équation du travail des forces, ou des vitesses vir- 
tuelles. 


LE Glitter tee E TS 


Si quelques-uns des liens physiques sont des fils flexibles, 
pouvant glisser sans frottement sur leurs appuis, et si les autres 
liens sont des verges rigides inextensibles, les termes relatifs 
aux verges rigides disparaîtront de l’équation (3), et il ne 


LA = ee me 


restera que ceux relatifs aux liens flexibles. 
Si l’on suppose, par exemple, que Z, 7’, //,..., soient les côtés 


4 d’un même polygone formé par un même fil, on aura 
A T= T g. 


et l'équation (1) deviendra 
E.Pp—T(9/4+d/'+01"+,..)—=o. 


Or, si la longueur totale du fil ne change pas, 


0 nom 


m as AFET = tee Eu + Es ep E 


dl+dl+dl"+...—=0, 


et il restera simplement 


2:Pp=56, 


— se 


En dehors de ces deux hypothèses, les réactions moléculaires 
ne disparaitront pas toutes de l'équation (3). 
On peut remarquer que les termes $ Tòl, $ T’ l’, ete., 
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sont tous des travaux résistants ou négatifs, dans un système 
matériel dont aucun point n’est libre. En effet, dans le cas 
d’une attraction entre deux points produite par une traction, 
dl est positif, et, par suite, — T97 est négatif. Dans le cas 
d’une répulsion produite par une pression, JŽ est négatif, et 
le terme T 97 est encore négatif. 


INFLUENCE DES CHOCS DANS LES SYSTÈMES MATÉRIELS. 


Dans le cas d'un choc entre deux mobiles, les molécules de 
malièrese rapprochent successivement; nommant 6, 8’, 6”, etc., 
les répulsions qui naissent du phénomène et qui s’exercent 
entre deux molécules, jusqu’à l'instant de la plus grande com- 
pression, dx, dx', dx",..., les variations successives de la 
distance qui les sépare, la somme des travaux, en ayant égard 
aux signes des quantités ci-dessus, s’'augmentera de l'expression 


—(Gdèr+Cdx + Eir +...) 


Supposons maintenant que les corps choqués soient doués 
d'une élasticité parfaite; après l'instant de la plus grande com- 
pression, les deux molécules que l’on considère commenceront 
à s'éloigner, jusqu’à reprendre exactement leur première dis- 
tance. Pendant ċe temps, la réaction, tout en restant répulsive, 
passera évidemment par les mêmes états de grandeur qu'aupa- 
ravant , de sorte que la seconde partie du choc introduira dans 
la somme des travaux une suite de termes tels que 


H(p ESL + G'0 x" +...) 


et qui détruiront la somme analogue relative à la première 
partie du choc; d'où il faut conclure que les chocs entre des 
corps parfaitement élastiques ne donnent lieu à aucunes per- 
tes de travail. 

Si les corps sont imparfaitement élastiques, les termes de 
la dernière somme, moins nombreux que ceux de la première, 
détruiront dans celle-ci un nombre égal de termes, d’où il suit 
que le choc aura donné lieu à une perte de travail, qui sera 
d'autant plus grande que les corps seront moins élastiques. 
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Taéorème. — Réciproquement, si l'équation Z.P p=0o a 
lieu pour tous les mouvements infiniment petits, compatibles 
avec la liaison du système, celui-ci sera tenu en équilibre par 
les forces qui le sollicitent. 

En effet, si équilibre n’a pas lieu, on pourra détruire le 
mouvement de chaque point par une force telle que R, appli- 
quée en sens contraire de la direction de ce mouvement. Il y 
aura donc équilibre entre les forces P, P’, P”,...,et les forces 
R, R’, R”..., appliquées comme il vient d’être dit; et comme 
ces dernières ne donnent lieu qu’à des travaux résistants, on 


aura 
X.P p — Rr — R' r’ — R” r’ —... = 0. 


Mais, par hypothèse, 
ZPp=0; 


donc 
Rr +R r’ -+ R” r”... — 0. 


Si l’on remarque maintenant que tous les termes de cette équa- 
tion sont positifs, on devra avoir 


Rr=0, R’ r' = 0, Nr" —0,::.. 


Pour satisfaire à chacune de ces équations, à la première par 
exemple, on devra poser 


R=0 ou r—o; 


or l’une comme l’autre de ces conditions signifie que le point 
que l’on considère ne prendra aucun mouvement. 
Donc le système sera en équilibre. C. Q. F. D. 


QT 
PA 





CINQUIÈME LEÇON. 


ÉQUILIBRE ET COMPOSITION GÉNÉRALE DES FORCES. 


UNE FORCE PEUT ÊTRE APPLIQUÉE EN UN POINT QUELCONQUE 
DE SA DIRECTION. 


48. Tuéorètme. — Une force peut étre appliquée en un 
point quelconque de sa direction , pourvu que ce point soit lié 
au premier par une droite rigide et inextensible. 

Soit P une force appliquée au point A ; je dis qu’on peut la 

Fig. 28. supposer appliquée au point A’ situé sur 

z la direction de P. Au point A’ j'applique 

| deux forces P, — P” égales à P et directe- 

ment opposées; ces deux forces se détrui- 

sant, létat du corps ne sera pas changé. 

Mais les forces P, — P’ se détruisent aussi, 

car elles sont appliquées aux deux extré- 

+e mités d’une droite matérielle inextensible 

qu’elles tirent en sens contraire : on peut 

ý donc les supprimer, et il ne reste plus que 
la force P’ égale à P, appliquée au point A’. c. Q. F. D. 


ÉQUILIBRE AUTOUR D'UN AXE FIXE. 


Quand plusieurs forces tendent à faire tourner un corps 
autour d'un axe fixe, en agissant dans des plans qui lui sont 
perpendiculaires , il faut ct il suffit, pour qu’elles se fassent 
équilibre, que la somme algébrique de leurs moments, par 
rapport à cet axe, soit nulle. 

Je rappellerai que, pour former cette somme, il faut projeter 
toutes les forces sur un plan perpendiculaire à laxe de rota- 
tion, et prendre ensuite les moments par rapport au point où 
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cet axe perce le plan. La démonstration de ce théorème ayant 


été donnée dans la première leçon, sa reproduction ici devient 
inutile. 


ÉQUILIBRE D'UN CORPS SOLIDE ENTIÈREMENT LIBRE. 


Soient P, P’, P',..., tant de forces qu’on voudra appliquées 
à différents points d’un corps solide entièrement libre. Je dé- 
compose la force P en trois autres X, Y, Z parallèles aux trois 
axes des coordonnées, et l’on aura, en nommant «,8,7 les 
angles qu’elle fait avec les axes, 


X = P cosa, = Pos 6, Z= P cosy. 







Je décompose pareillement la force P’ en trois autres paral- 
lèles aux mêmes axes, ce qui donne 


igese pape a 
- 


ASS 


X'=P'ose, Farma, JP, 


* 


et E a 


et ainsi de suite. 


TE 


+ 
TP) 


Cela posé, comme pour l'équilibre il faut que la somme des 
travaux élémentaires des forces soit nulle pour tous les mouve- 
ments infiniment petits qu'on fera prendre au mobile, on 
pourra imprimer successivement à celui-ci un mouvement 
parallèle à chaque axe, puis un mouvement de rotation autour 
de chaque axe. Soit dx le chemin infiniment petit décrit paral- 
Jélement à l'axe des x par chaque point du corps, dx étant 
b perpendiculaire aux composantes telles que Y, Z; le travail de 


qu ces forces sera nul, et l'équation d'équilibre deviendra 
, Xdr+X'0r+X'"0r+...=0, 
Ni ou 
JE (XEEXYAX +.. ðr =o. 
FL Mais, par hypothèse, dx n’est pas nul, on devra donc avoir 
he è 
gi 
1H 
Ait X+- X 4X” +... =0; 
RE, y ; . 
Wi f 
RU. et, en remplaçant les composantes par leurs valeurs, 
Hu 
gi 
RS (1) P cosa + P' cosa- P” cosa” + e.. = 0. 
{i hi 


Re a 
pe- a- üs 


LE 


j 
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Pour les deux autres axes on aura de même 
(2) P cos 8 + P’ cos B + P” cos B" + ... = 0, 
3 P cos y + P' cos y’ + P” eos y" + ... = 0. 
7 7 1 


Faisons maintenant tourner le système autour de l'axe des z. 

Nous remarquerons d’abord que le chemin décrit par chaque 
point du corps étant perpendiculaire aux forces Z, le travail 
de ces forces sera nul. Observons encore que les compo- 
santes X, Y, agissant dans des plans perpendiculaires à l'axe 
des z, la rotation du mobile autour de cet axe transformera 
l'équation du travail (ainsi que nous l’avons vu dans la I" le- 
çon) dans la somme des moments par rapport à cet axe. Pour 
former l'équation dont il s'agit, il faudra donc projeter les 
forces X, Y, sur le plan des xy, et prendre ensuite les moments 
par rapport à l’origine des coordonnées. Soit (fig. 29) C la 
projection du point d'application de 


Fig. 29. 


la force P; ses composantes se pro- 
jetteront en CX et CY, et leurs mo- 
ments seront 


Y.OA=zY, —X.O0B——7yX. 





Nous regardons comme positifs 
les moments qui tendent à faire 
| tourner de x vers y (ou de gauche 
à droite, quand on regarde d’un point de l’axe des z), les 
autres comme négatifs. La somme algébrique de ces deux mo- 
ments sera donc 

rY — yX. 

Les composantes de la force P’ donneront lieu à une somme 
analogue, savoir 

z'Y'—Yy'X, 
ct ainsi de suite; la somme totale des moments étant égalée à . 
zéro , il vient 
Z(zY — y X)=o. 
La rotation autour de l'axe des y donnerait pareillement 


E(2X —rZ) = o. 
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Enfin la rotation autour de l’axe des x donnerait 
E(yZ—2zY)=o. 


Remplaçant dans ces équations X, Y, Z, par leurs valeurs, 
elles deviennent 


(4) E.P (æcos 8 — y cos a) = 0, 
(5) X.P (z cos « — x cosy) = 0, 
(6) Z.P (y cosy — z cos ßĝ) = 0. 


Les équations (1), (2), (3) conjointement avec celles-ci ex- 
priment les conditions analytiques de l'équilibre d’un corps 
solide entièrement libre, soumis à tant de forces qu'on voudra. 
õn les écrivant toutes ensemble, on aura 


£ P cosa = 0, 
z P cos $= 0, 
X P cosy = 0, 
X.P (x cos 6 — y cos a) = 0, 
X.P (z cosa — z cosy) = 0, 


| X.P (y cosy —zcosB) = o0. 


On pourrait craindre qu’une nouvelle combinaison de mou- 
vements ne donnàt lieu à quelque autre équation d'équilibre. 
Mais on remarquera qu’il ne saurait en être ainsi , attendu que 
tout mouvement de translation suivant une droite arbitraire 
peut se remplacer par trois mouvements parallèles aux axes 
des coordonnées. La même chose a lieu pour un mouvement 
de rotation. | | | 

On peut remarquer que la résultante de deux composantes 


telles que 
P cosa, Pcosf 


est égale à la projection P sin y de la force P sur le plan des xy. 
Donc si l’on nomme p la perpendiculaire abaissée de l’origine 
des coordonnées sur la direction de cette résultante ainsi pro- 
jetée, on aura, en vertu du théorème des moments (page 47), 


Pp sin y =P (x cos 8 — y cosa). 
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Relativement aux autres plans des coordonnées on aura de 
mème 
P p' sin B = P (z cosa — r cos 7), 


P p”sin y = P { ycosy — z cos ß). 


Le moment de la force P projetée sur le plan des xy est dit le 
moment de la force P par rapport à l'axe des z; de même 
Pp' sin f est le moment de P par rapport à l'axe des y; enfin 
P p” sin x est ce moment par rapport à l'axe des x. Les condi- 
tions de l'équilibre renfermées dans les équations (7) peuvent 
donc s’énoncer de la manière suivante : 


Pour qu'un corps solide entièrement libre soit tenu en 
équilibre par tant de forces qu'on voudra, il faut et il suffit : 
1° que la somme des forces décomposées parallèlement à trois 
axes rectangulaires soit nulle ; 2° que la somme de leurs mo- 
ments relatifs aux mémes axes soit également nulle. 


Si le mobile n’est pas entièrement libre, le nombre des 
P ; 

équations d'équilibre sera égal au nombre des mouvements 

indépendants qu'on pourra lui imprimer. 


Si, par exemple, il est assujetti à tourner autour d’un point 
fixe, on ne pourra lui imprimer aucun mouvement de transla- 
tion, et dès lors les trois premières des équations (7) seront. 
inutiles. 

Si le corps est assujetti à tourner autour d'un axe fixe, par 
exemple autour de l'axe des z, on ne pourra lui imprimer 
qu'un mouvement de rotation autour de cet axe; dès lors il n’y 
aura qu’une seule équation d'équilibre, savoir la quatrième des 
équations (7). 


ÉQUILIBRE DES FORCES PARALLÈLES. 


Prenons l'axe des z parallèle à la direction commune des 
forces, nous aurons ainsi 


a = g0°, Ê=g0", y=0, ou y= 180"; 


ct les équations ci-dessus deviendront, en laissant le signe de 
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cos y attaché à la force, 


| LE =0, 
(8) E Z2.Pæ=0, 
| 2.Py =o. 


Donc, pour que plusieurs forces parallèles se fassent équilibre, 
il faut et il suffit: 1° que leur somme algébrique soit nulle; 
2° que la somme de leurs moments , par rapport à deux plans 
rectangulaires et parallèles aux forces , soit également nulle. 


COMPOSITION GÉNÉRALE DES FORCES. 


19. Supposons que les forces qui agissent sur un corps 
libre ne se fassent pas équilibre, mais se réduisent à une ré- 
sultante unique R ,. faisant avec les axes des angles a, b, c. En 
introduisant la force R dans le système en sens contraire de sa 
direction, il y aura équilibre entre cette nouvelle force, et les 
forces données P, P’, P",...; dans ce cas, les équations (7) 
deviendront 
j R cos a = EP cos x, 
| R cos b = ZP cos ß, 

) R cos c = EP cosy, 
(9) R (x, cos b — yi cosa) = È P ( z cos B — y cos a) = L, 

R (z, cos a — x, cos c) = XP ( z cos a — x cos y) = M, 


R(y,cose — z, cos b) = FZP (y cosy — z cos B) = N. 
Maintenant, si nous posons, pour abréger, 


ZP cos e = X,, 
EP cos = Y,, 
EP cosy = Z, 


les équations ci-dessus prendront la forme 


R cosa Xi, 
R cos b = Y,, 
R- cos ¢ = Z,, 


\ 
(10) MY, — yX = L, 


2: X, — x, Z, enm M, 
Yi — zY =N. 
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Les trois premières de ces équations feront connaître l'in- 

tensité et la direction de la résultante, les trois dernières sa 
+ . ' . , » , . CE 

position. En effet, si l’on éleve au carré ces trois premières 

équations, et qu'ensuite on les ajoute, on aura, en observant 


que 

cos? a + cos’ b + cos e — 1, 
(11) ; Ri =X +Y +2; 
d'où 


R=VX: +Y +Z. 


Le radical devra être toujours pris avec le signe +. 
La résultante R étant connue, on tirera des mêmes équa- 
tions 


r) 


(12) ie NT ERIN COS c = — ; 
R R R 
lesquelles feront connaître sa direction (*). 

* Remarquons maintenant que deux quelconques des trois 
dernières équations (10), les deux premières par exemple, 
représentent l'équation de la résultante. Quant à la troisième, 
si on la remplace par une combinaison des trois; qu’on ob- 
tiendra en multipliant chacune d'elles par celle des compo- 
santes X,, Yı, Z, qu'elle ne renferme pas, puis ajoutant, on 





(*} La relation 


cos? a + cos’ b + cos? c = 1 


se démontre facilement. En effet, considérons une droite d qui, partant de 
l’origine des coordonnées, fait avec les trois axes des angles a, b, c, et vient 
aboutir en un point dont les coordonnées sont x, y, z. Cette droite peut être 
regardée comme étant la diagonale d'un parallélipipède rectangle construit sur 
les trois'arètes contiguës x, y, Z, el dès lors on aura 


d= rtty’ 2. 
Mais 


x= deosa, y =d cosb, = d cosc. 
Substituant dans d°, on trouve 


J =-cos? a +- cos’ b + cos’ c. C. U. F. D. 
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sera conduit à l'équation 
(13) LZ. + MY, + NX, = 0, 


laquelle exprime la condition qui doit être remplie pour que 
le système des forces se réduise à une résultante unique. 


COMPOSITION DES FORCES PARALLÈLES. 


Si l’on prend pour axe des z une parallèle aux forces don- 


nées, on aura 
. a—=g0, $B—go, y—0o, ou y=180°, 


et les équations (9) se réduisent aux suivantes, en laissant le 
signe de cos y attaché à la force, 


R cos a — 0, 

R cos b= 0, 

R cos c = ZP, 
Rzæ,cosc= 2. Pz, 


R y, cos c = 2. Py. 


Maintenant si l’on suppose que le système se réduise à une 
résultante unique, les deux premières équations donneront 


cosa =0, cosb=0, 


ce qui exige qu’on ait en même temps cos c = + 1. Laissant le 
signe de cos c attaché à la force, on peut conclure de là que la 
résultante de plusieurs forces parallèles est égale à leur somme 
(algébrique), et parallèle à leur direction commune. 
Quant aux deux dernières équations ci-dessus, elles de- 
viennent 
gP =n pP, REP zPY. 


On aura donc à la fois 


= AP, 
(14) (MIPSLPE 
l yiz Pes ZE, 
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d'où l’on tire 
I. Pr 2P y 


t, = SP ? N= Sp 





Ces deux valeurs de x, et de y, feront connaître la position de 
la résultante. Quant au sens de son action, il sera connu par 
le signe de R = ZP. 


Si l'on a 
220, 1lz=6, 2.Py> ou <0, 


les valcurs de x, et de y, deviennent 


et le système se réduit à un couple dont le bras de levier 
est perpendiculaire à laxe des x. L'indétermination de x, 
prouve que ce couple peut être transporté parallèlement à 
lui-même partout où l'on voudra dans son plan, ou dans un 
plan parallèle (*). 


Si l’on a à la fois 
2P7—=56, 2.Pæ=0, 2.Pr=0, 


les valeurs de x,, y, seront indéterminées; mais lorsque les 
équations ci-dessus ont lieu, le système est en équilibre, et 
dans ce cas on peut, en elfet, supposer la résultante appli- 
quée partout où l'on voudra. 


PROPRIÉTÉS DES MOMENTS DES FORCES PARALLÈLES. 


Si dans les équations (9) on suppose les forces parallèles, 
on aura numériquement 


cosa = cosa, cosb —cosB, cosc = cosy, 


et par suite ces équations deviendront, en faisant sortir du 
signe È la valeur absolue du cosinus (le signe reste ainsi 
attaché à la force pour indiquer toujours le sens de son 


(*) On peut consulter le hel ouvrage de M. Poinsot sur la Théorie des Couples, 
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action), 
R cos a = cos a XP, 
R cos b = cos B EP, 
R cos ¢ = cos y EP, 
cos b (Rx, — E.Pzx)— cos a (Ry, — X. Py), 
cos c(Ry, — 2.Py) = cos b (Rz, — 2. P2), 
cos a (Rz, — 2.Pz) = cos c (Rè, — 2. Pr). 


Or numériquement on a 
cos a = cosa, cos b = cos B, cos c= cosy, 


par suite les trois premières équations se réduisent à l'équation 
unique 


que nous connaissons déjà. . 


Quant aux trois dernières, on ne peut y satisfaire, quels 
que soient a, b, c, qu'en posant 


{| Rx, = I. Pr, 
(15) Ry; = 2}.Py, 
| R z, = 3}. Pz. 


Chacune de ces équations prouve que le moment de la 
résultante de plusieurs forces parallèles par rapport à un 
plan est égal à la somme des moments des composantes 
par rapport au même plan. 

Si l’on remarque maintenant que les trois équations (15) 
donnent pour x,71, z,, les mêmes valeurs, quels que soient les 
angles. a, b, c, ou, ce qui revient au même, quelle que soit 
la direction des forces, les points d'application ne changeant 
pas, on en conclura que, dans tout système de forces paral- 
lèles, il existe un point unique, par lequel passe constam- 
ment la direction de la résultante, lorsque, sans changer 
l'intensité des forces ni leur parallélisme, on fait tourner 
celles-ci autour de leurs points d'applications. 

Ce pointest le centre des forces. parallèles que nous avons 
déjà défini dans une précédente leçon. 
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SIXIÈME LEÇON. 


DU CENTRE DE GRAVITÉ ET DE LA FORCE, CENTRIFUGE. 


FORMULES GÉNÉRALES QUI SERVENT A DÉTERMINER LA POSITION 
DU CENTRE DE GRAVITÉ. 


CENTRE DE GRAVITÉ D'UN ARC DE CERCLE. 


20. Considérons un système de corps liés entre eux d’une 
manière quelconque , dont les poids seront P, P’, P”, etc., et 
dont les centres de gravité supposés connus , auront pour coor- 
données, le premier (x, y, z), le deuxième (x’, y’, z’), etc. 
La résultante de tous ces poids sera 


R= 5? 


Soient maintenant (x;, Y1, z,) les coordonnées du centre de 
gravité du système ; comme les forces P, P’, P”, etc., peuvent 
ètre supposées appliquées respectivement aux centres de gra- 
vité des corps, on aura, par les propriétés des moments (voir 


la leçon V), 
IP= łIPr, 


(1) JaPa PFY; 
z, Z P = 2 Pz, 
ét ces trois équations détermineront Xi; Yi, Zi» 
Maintenant soient mm, m’, m”, m”, etc., les masses des dif- 


férents corps, on aura 
# 
P= mg, P'= m'g, P'=m gye; 
et les équations ci-dessus deviendront 


xzIm = Imt, 
(2) YEME Emy, 


zÈim Emz. 


Cr 
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* CENTRE DE GRAVITÉ D'UN CORPS SOLIDE. 

Soit m la masse totale du solide, dm celle d'une molécule, 
x, y, Z ses coordonnées, on aura, pour résoudre le problème 
proposé, les trois équations 

mx, = f adm, 
(3) my, = f ydm, 
| mz, = f zdm, 


le signe intégral devant s'étendre à la masse entière du corps. 


* CENTRE DE GRAVITÉ D'UN VOLUME. 


Pour un volume, on aura pareillement 


Vis fu, 


(4) AE T =J yd? 
. Va, = fado: 


En effet, nommons w le poids de l'unité de volume, et p le 
poids de l'élément différentiel dv, on aura, en nommant P le 
poids total, 

P= Vs, p =©, 


et ensuite par les propriétés des moments, 
Pis fie, 
Py, ire, 
lPzs = f pa 
Remplaçant P et p par leurs valeurs ci-dessus, et supprimant 
le facteur commun g, on obtient les équations (4). 
* CENTRE DE GRAVITÉ D'UNE SURFACE. 
Si l’on nomme w cette surface, et do l'élément différentiel, 


on aura, pour déterminer le centre de gravité, 


; DT, = f xdo, 


l oy = f ydo, 


we 


us = f zdo. 
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* CENTRE DE GRAVITÉ D'UNE AIRE PLANE COMPRISE ENTRE DEUX ORDONNÉES , 


Si Fon considère un élément compris entre deux ordonnées 


Fig. 30. infiniment voisines y et y- dy, 
j w distantes de la quantité dx, on 
a pourra regarder ab ( fig. 30) comme 


l un filet rectiligne , lequel aura évi- 
demment pour centre de gravité son 
milieu, et l’on aura, en adoptant 
les mêmes notations que ci-dessus, 


| ws, = f zy dx, 


6 
(6) | oy: =3 S jds. 


Ces intégrales devront être prises depuis x = OP jusqu'à 


x = OP. 
* CENTRE DE GRAVITÉ D'UN ARC DE COURBE. 


Soient s la longueur de l'arc de courbe, ds un élément infi- 
niment petit ayant pour coordonnées x, y, z, on aura par les 
mêmes raisons que précédemment, 


st, = -f xds, 
sy, = f yds, 
s% = f zds. 


(7) 


De sorte que la détermination du centre de gravité est généra- 
lement une question de calcul intégral. 


* CENTRE DE GRAVITÉ D'UN ARC DE CERCLE. 


Pour donner un exemple de la détermination d'un centre 
de gravité, nous appliquerons les formules précédentes à l'arc 
de cercle. Comme ici la courbe donnée est plane, et que d'ail- 
leurs le centre de gravité est sur le rayon qui partage l'arc en 
deux parties égales, nous aurons simplement, en prenant ce 
rayon pour axe des x, 


ie E fords. 
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Remplacant ds par sa valeur ds = ydy? + dx*, il vient 


ly° 
st, = f xdx VER 


. Cela posé, on tire de l'équation du cercle, 


dy xX 
ydy + xdr =o, d’où Je, 
dx 3 


2 
sx, ef xdx Vi+5 


remplaçant y par sa valeur en fonction de x, on trouve 


et en substituant, 





(8) st = 2R | = Rce, 


en nommant c la corde de l'arc. 
Si l’on a 


la valeur de x, devient 
(9) s Ti ee 


APPLICATIONS DU PRINCIPE DES MOMENTS. 


21. Dans ce numéro nous allons donner trois applications 
importantes du principe des moments : 

La première sera relative au travail de la pesanteur; 

La deuxième, à la pression d'un liquide sur une surface 
plane inclinée; 

La troisième, au calcul de la force centrifuge. 


DÉTERMINATION DU TRAVAIL DE LA PESANTEUR. 


Concevons un système de points matériels liés entre eux 
d’une manière quelconque, et se transportant d’une position 
à une autre, puis concevons un plan horizontal mené au- 


dessus de tout le système. Si l’on nomme Zo, z°,, z°, etc., les 


distances au plan donné de ces divers points dans leur posi- 
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. = >» > Î J . > 
tion initiale, et z, z’, z”, etc., les distances analogues qui 
répondent à la position finale, le travail résultant des poids 
de ces divers points matériels sera 


T= P(z— z7) + P (7 — z) t P (z — 2) +..…, 


et ces travaux seront des travaux moteurs ou résistants suivant 
que les différences z — Zo, z'— z',, Z” — 2, etc., seront po- 
sitives ou négatives, ou suivant que les mobiles descendront ou 
monteront. 


Développant légalité précédente, il vient 
T=Pz+Pz+pP/2=,...—(Pza+P'z, + P'z, +...) 


Soient maintenant © la somme des poids, et Z, Z, les dis- 
tances au plan donné du centre de gravité du système dans 
ses deux positions extrêmes, on aura 


o Z = P2,+ P'z, -+ Pz. 
o Z = Pz -+ Pz’ + P'z +... 


Substituant ces valeurs dans celle de T, il vient 
(10) . T= v02 — o% = (Z — 2). 


Ce qui fait voir que Za différence entre la somme des travaux 
moteurs et celle des travaux résistants dus aux actions de la 
pesanteur est la méme que si toute la masse du système était 
concentrée au centre de gravité. 

De là il résulte que lorsqu'un corps solide, animé d'un mou- 
vement quelconque,passe d'une position àune autre, la somme 
de travaux moteurs moins celle des travaux résistants, dus 
aux actions de la pesanteur sur ses diverses molécules, est 
égale au poids du corps multiplié par la distance verticale 
parcourue par le centre de gravité. 

Il résulte encore de ce qui précède que dans tout système 
de corps liés entre eux d'une manière quelconque, par 
exemple dans une machine, la somme des travaux moteurs 
moins la somme des travaux résistants, dus aux actions de la 
pesanteur, est la même que si toute la masse du système était 


KaR 
‘i 
i f 


mo Ste 22 
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concentrée au centre de gravité. Donc, si le centre de gravité 
s'abaisse, letravail résultant sera un travail moteur ; s’il s'élève, 
un travail résistant. Et si l’on estime le travail pour une période 
au bout de laquelle le centre de gravité se retrouve à la même 
place, le travail résultant sera nul. ` 


CALCUL DE LA PRESSION D'UN LIQUIDE SUR UNE SURFACE PLANE 
INCLINÉE. 


On démontre en physique que dans un liquide en équilibre, 
la pression est la méme autour de chaque point. En second 
licu que la pression exercée sur une surface horizontale plon- 
gée dans le liquide à pour mesure le poids d’une colonne du 
liquide qui aurait pour base cette surface, et pour hauteur sa 
distance au niveau. Donc aussi sur toute surface plane infi- 
niment petite, mais inclinée, la pression se mesurera de la 
méme manière. 

Cela posé, soit w un élément plan, infiniment petit, de la 
surface donnée; la pression qui s'exerce sur cet élément aura 
pour mesure kw z, en désignant par z la distance au niveau 
du liquide de l’élément superficiel w, et par k le poids du 
liquide sous l'unité de volume. Pour un second élément w’ 
distant du niveau de la quantité z’, la pression sera k w z’, et 
ainsi de suite. La pression totale, que je nommerai P, aura 
donc pour valeur | | 


P= kozt ko z ko" z pann, 
çt en mettant À en facteur commun, 
P= k (oz +w 7 Ho" z" nn.) 


Soient maintenant a l'aire de la surface proposée, et z, la dis- 
ance de son centre de gravité au niveau du liquide, on aura 
par les propriétés des moments, 


az =. oz -H w 2 p o 2 +.,.; 
substituant dans la valeur précédente de P, on trouve 


(1) P = 4az,. C, Q. F. D. 
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Ce qui démontre que la pression exercée sur une surface 
inclinée, plongée dans un liquide, a pour mesure le poids 
d'une colonne de liquide qui aurait pour base cette surface, et 
pour hauteur la distance de son centre de gravité au niveau. 


Ce théorème servira à calculer la pression supportée, soit 
par une vanne, soit par une écluse, etc., et à donner ainsi à 
chaque barrage le degré de résistance qui lui convient. 


MESURE DE LA FORCE CENTRIFUGE SUR UN POINT MATÉRIEL. 


Concevons un point matériel décrivant une circonférence de 
cercle. Arrivé au point C (fig. 31) avec la vitesse v, ce point 
Fig. 31. continuerait à se mouvoir suivant lélé- 

ment Cx, si la courbe et les forces accé- 
lératrices cessaient tout à coup d’exister. 
Soient A et B les points milieux des deux 
éléments consécutifs, posons AB = s, et 
nommons £ le temps infiniment petit em- 
ployé à décrire l'arc s; pendant ce temps t 
nous pourrons faire abstraction des forces 





accélératrices qui ne peuvent faire varier 
la vitesse que d’une quantité infiniment petite; il sera donc 
permis de regarder le mouvement comme uniforme pendant 
tout le parcours de l’arc AB, de sorte qu’on aura 


s= pf 


Mais puisque le mobile est dévié de l'élément AC sur l'élément 
BC, il faut en conclure que la courbe fait sur le point C l'effet 
d'une force qui tendrait à le rapprocher du centre O. Or, l'ac- 
tion étant toujours égale à la réaction, il faut que le point 
matériel exerce à son tour sur la courbe une pression égale et 
contraire; C'est cette pression qui a reçu le nom de force cen- 
trifuge. 

Pour l’évaluer, je mène les rayous OA, OB, OC, ainsi que 
la ligne Cz, perpendiculaire à Cy, et je remarque que les deux 
angles marqués € sont égaux; de plus, comme s = R £, il en 


72 SIXIÈME LEÇON. 


résulte 


(12) = À 


Je décompose maintenant la vitesse pv en deux autres dirigées 
suivant Cy et Cz ; ses composantes auront pour valeurs 

Suivant Cy...... vwcose, 

Suivant Cz...... vsine=ve. 
La réaction que développe la courbe et qui est égale et contraire 


à la force centrifuge f, aura donc pour effet de détruire la com- 
posante v e ; par suite elle aura pour mesure (voir page 20) 


mS 
FR 
Mais s = vt, donc finalement 
mo? 
(13) J= 


Telle est l'expression de la force centrifuge. 
Si l’on nomme w la vitesse angulaire de rotation, la valeur 


de v deviendra 
v—wR, 
et par suite on aura 


(14) f=muR. 

Considérons par exemple un point matériel pesant 104, atta- 
ché à un fil long de 3", et tournant autour d’un axe avec une 
vitesse de 100 tours par minute. Dans ce cas, on aura 


10* 


m = = 1,01 et w.60—=27r.100 
,808 » 019) á 





d'où 
o — 10,472, 
par suite 


f= 335,34. 
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Quand le mobile décrit une courbe quelconque, on peut le 
regarder comme tournant à chaque instant autour d’un axe 
instantané de rotation, mené par le centre de courbure, per- 
pendiculairement au plan osculateur. Dès lors les formules ci- 
dessus s'appliquent à tous les cas. 


RÉSULTANTE DES ACTIONS DE LA FORCE CENTRIFUGE SUR UN CORPS 
DE FORME QUELCONQUE, HOMOGÈNE OU HÉTÉROGÈNE. 

Le calcul de la force centrifuge sur un corps de grandeur 
finie a été jusqu’à présent une question de calcul intégral. Le 
théorème suivant, auquel j'ai été conduit en étudiant la théorie 
du pendule conique, lève toutes les difficultés, en faisant des- 
cendre la détermination de cette force dans le domaine des 
faits pratiques. 

TaéonÈme. — La résultante des actions de la force centri- 
Juge sur un corps de forme quelconque, homogène ou hétéro- 
gène, tournant autour d'un axe (fixe ou instantané), est la 
méme , en grandeur, que si toute la masse du mobile était 
concentrée en un point quelconque d'une ligne menée par le 
centre de gravité, parallèlement à l'axe de rotation. 

Soient Ox, Oy, Oz (fig.32) trois axes rectangulaires dont 

Fig. 32. l'un Oz sera l’axe de rotation, à 
l'instant où l’on se propose de cal- 
culer la force centrifuge. M étant 
la masse du corps, m la masse 
d'une de ses molécules, u la projec- 
tion de m sur le plan des x, y, la 
force centrifuge qui agit sur m 





aura pour valeur, en nommant o 
la vitesse angulaire de rotation, 

(15) | f=vwm.Orp. 

Les composantes de cette force par rapport aux trois axes des 
coordonnées seront : 

f = w m.Ou.cos a, 


f. = uw m.Ou.cos b, 


e 
. 


pn 


| 


s = 0. 
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Mais si l’on désigne par x, y, z, les coordonnées de m, on 


aura 
x= 0 p.cosa, y=0 p.cosß; 


par suite les composantes de f deviendront 


J= mT, 
(16) | f= my, 
hE 0. 


Soit F la résultante des forces telles que f, on aura pour ses 
composantes, 


le signe È s'étendant à tous les points de la masse du mobile. 
Nommant encore a , b, c, les coordonnées du centre de gravité, 
les propriétés des moments donnent 


Ma = >.mxr, Mb = žł.my; 


alors les composantes de F deviennent 


F,= oMa, 
(17) F,= Mb, 
F,= 0; 


d’où l’on tire, en élevant au carré, ajoutant, puis extrayant 
la racine carrée, 


(18) F = M ya? + b. 


Ce qui démontre le théorème énoncé. 
- Si l’on pose 
r = Va + b, 
qu'on nomme P le poids de la masse M, et N le nombre de 
tours par minute, on aura 


| rN 
w.60 = 2r N, d'où o= -3 


30 
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et la formule (18) deviendra 
/ wN? Pr 
(19) pa ———. 
à goog 


* Recherchons maintenant la position de la résultante. Nous 
rappellerons que pour un système de forces telles que X, Y, Z, 
dont la résultante a pour composantes X, ,Y,,Z,, et pour 
coordonnées courantes Zi, Yı, Z1, On a généralement (voir 
n° 19) 

x, Y—yX = (zY — y X), 
z X, — 2,2, = 1 (3X — 22), 
NA — 2Y, =I (yZ —z Y). 


Mais dans le cas actuel, 


X 


X, = wma, Y,=umb, Z=0o, 


I 


wsdm, Y =wydm, Z =0, 


en désignant maintenant la masse du corps par m, et par dm 
celle dune molécule. 
Conséquemment les équations ci-dessus deviennent 


ay, — br, = 0, 
(20) maz, = Í xzdm, 
mbz, = f zydm. 


La résultante des forces centrifuges aura pour équation la 
première des équations ci-dessus, conjointement avec l'une 
quelconque des deux autres. Quant aux deux dernières, leur 
combinaison conduit à l'équation 
(21) a [f zydm — b f zzdm =0, 

„laquelle exprime la condition qui doit être remplie pour que łe 
système des forces se réduise à une résultante unique. 

Il suit de l'équation de la résultante que cette force coupe la 


parallèle à l'axe de rotation, menée par le centre de gravité, 
en un point tel, qu'on a 


2 —= = f xzdm. 
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Rapportant x, y, z au centre de gravité, et nommant x’, y’, Z’, 
les nouvelles coordonnées, la valeur de z devient 


I 
| 
2 = c+ — f x'z dm; 
mei i 


d'où l’on voit que Za résultante des actions centrifuges passera 
par le centre de gravite du mobile , toutes les fois qu'on aura 


J z dm = 0. 


Ce qui aura lieu, par exemple, dans le cas particulier où la 
parallèle à laxe de rotation menée par le centre de gravité 
sera l’un des axes principaux du corps. 

Si la parallèle à l'axe de rotation menée par le centre de 
gravité est un axe principal, on pourra prendre pour axes 
des Ox,Oy, des parallèles aux deux autres axes princi- 
paux Ox’, Oy’; on aura dans ce cas 


Jr'y'dm=0o, fzxzdm—0, fy'zdm=0; 
il en résultera 
fJ zydm= mab, f xz:dm= mac, f yzdm = mbc, 


et l’on peut s'assurer que dans ce cas l'équation de condi- 
tion (21) se trouve satisfaite. 

Nous renvoyons pour ce dernier article à la théorie des axes 
principaux de rotation qu'on trouvera exposée dans tous les 
Traités de Mécanique rationnelle. | 


FORCE CENTRIFUGE SUR LA DEMI-JANTE D'UN VOLANT. 


Nous supposons la jante du volant terminée par deux sur- 
faces cylindriques dont la distance est e. M étant la masse de 
la demi-jante, r la distance de son centre de gravité au centre > 
du volant, w la vitesse angulaire de rotation, la force centri- 
fuge aura pour valeur 

F = Mur. 


Mais si l'on nomme R le rayon moyen de la jante, on aura 
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par suite la valeur de F devient, en nommant P le poids total 


de la jante, N le nombre de tours par minute, et nous rappe- 


N 
lant que ù= so 


(22) r= (a+) 


Le second terme n'ayant qu'une importance secondaire pourra 
ètre négligé dans la plupart des cas. 





Pour donner une application numérique de cette formule, 
supposons 


P = 12000, R=2",5a, e=—0",90, A= ÁO, 


et l'on trouve successivement pour les deux termes de la 


formule , 
1" terme. . 17083K,2 


2° terme... 1114,6 
d'oU...s.ss F=ai7198",8 
La force centrifuge sur l’autre demi-jante a aussi pour valeur 
F —17194",8. 


Cette force tend évidemment à rompre le volant par le milieu. 
Il est clair que la roue proposée est dans le même cas que si 
elle était suspendue par sa circonférence, et qu’elle fùt char- 
gée , en bas, d’un poids égal à 17194*,8. 

Prenons pour second exemple 


P = 10000*, R=3",07, e—0",26, N=16, 
et l’on trouve 


d'où F = 27985,6 (*). 


if terme... 2797¥,0 
2* terme... 1°,6 


. premier des exemples qui précèdent est purement fictif; le 





(*) Les tourillons de ce derniér volant ayant 15 centimètres de diamètre, ła 
formule (9) du n° 45 donne, pour le travail absorbé par les frottements dus 
au poids de la roue , et en prenant J = 0,12, 


T = 150m, 79 = 2ch or. 





TT TE 2 Ea e A E E. 
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second se rapporte au volant de la machine oscillante de 
M. Descat, rue de Béthune, qui a bien voulu nous laisser visiter 
ses beaux ateliers de teinturerie avec les élèves de la Faculté. 

On voit par ce qui précède qu'il importe de régler les dimen- 
sions et la vitesse des volants , de telle sorte que la force centri- 
fuge ne dépasse pas certaines limites (*). L'action de la force 
centrifuge sur une portion quelconque de la jante, répondant à 
un arc a de la circonférence moyenne, se calcule sans difficulté. 
En effet, soit c la corde de l'arc, on aura d’abord en adoptant 
la même notation que ci-dessus, 


c 1 ©) i 
r=5(R 12 R)’ 
et ensuite 
?Pe f 1 
(23) r= aE) 
2 g00g 12 R 


dans laquelle P désigne le poids de toute lə jante. Ceite for- 
mule devient la formule (22), si l'on y fait 


c= 2R. 


CENTRES DE GRAVITÉ DES FIGURES GÉOMÉTRIQUES LES PLUS 
SIMPLES. 

22. Quoique la détermination générale du centre de gravité 
soit du ressort du calcul intégral , cependant on peut, dans un 
grand nombre de cas, obtenir très-aisément la position de ce 
point, soit à la seule inspection de la figure, soit par des con- 
sidérations géométriques très-simples. 

CENTRE DE GRAVITÉ D'UNE LIGNE DROITE. 

Ainsi, par exemple, il est évident que le centre de gravité 

d'une ligne droite est en son milieu. 
CENTRE DE GRAVITÉ D'UN CERCLE. 
Le centre de gravité d’un cercle ou de sa circonférence est 


situé au centre. 





(*) Voir notre Mémoire sur la rupture des roues, inséré aux Comptes rendus 


de l'Académie des Sciences, du o février 1857. 
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CENTRE DE GRAVITÉ D'UN PARALLÉLOGRAMME. 


Pareillement, le centre de gravité d’un parallélogramme est 
situé au centre de figure. 


CENTRE DE GRAVITÉ D'UN CYLINDRE. 


De même, le centre de gravité d’un cylindre homogène, ou 
composé de sections droites homogènes et symétriques par rap- 
port à la section moyenne, est situé au milieu de l'axe. 


CENTRE DE GRAVITÉ D'UNE SPHÈRE. 


Le centre de gravité d’une sphère est situé au centre, si la 
sphère est homogène, ou composée de couches concentriques 
homogènes. 


CENTRE DE GRAVITÉ D'UN TRIANGLE. 


Tnéorèkme. — Le centre de gravité d'un triangle est situé 
sur la ligne qui va d'un sommet au milieu du côté opposé 
pris pour base, au tiers de cette ligne à partir de la base ou 
aux deux tiers à partir du sommet. \ 


Soit BAC le triangle proposé; si je le décompose en petites 


Fig. 33. bandes infiniment étroites et paral- 
lèles à BC, le centre de gravité de 
chacune sera situé en son milieu. 
Maintenant si l'on joint le point À 
au milieu N de BC, la ligne ainsi 
menée passera par le milieu de cha- 
cune des bandes, et par conséquent 





contiendra le centre de gravité du triangle. Par la même raison, 
si l’on joint le sommet C avec le milieu M de AB, la ligne 
CM contiendra encore le centre de gravité; le point cherché 
sera donc au point G. 
Tirons maintenant MN; cette ligne partageant proportion- 
nellement les côtés BA , BC, est parallèle à AC, et l’on a 
| BM MN 
BA AC 


Mais BM est la moitié de BA, donc aussi MN est la moitié de 
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AC. Comparant encore les tr nue MNG, ACG qui sont sem- 


blables, on a 
NG MN 


AG AC 
Mais MN est la moitié de AC; donc aussi NG est la moitié de 
AG, ou , en d'autres termes, NG est le tiers de AN. c. Q. F.D. 


CENTRE DE GRAVITÉ DU TRAPÈZE. 


Soit ABCD (fig. 34) le trapèze donné; nous nous proposons 
| de trouver son centre de gravité par des 
procédés purement graphiques. 

Si l’on joint par une droite les milieux 
des bases parallèles, la ligne ainsi menée 





i m ™® contiendra évidemment le centre de gra- 
vité. (On le prouverait en décomposant la figure en bandes 
infiniment étroites et parallèles à AB). Je tire maintenant la 
diagonale AD, et je cherche les centres de gravité g, g’ des 
triangles ACD, ABD; tirant ensuite gg’, cette ligne contien- 
dra encore le centre de gravité du trapèze. Ce point sera donc 
au point G d’intersection de ces deux lignes. 

Le centre de gravité d'un polygone quelconque se détermi- 
nerait par des constructions analogues , seulement l'opération 
se complique beaucoup à mesure que le nombre des côtés du 
polygone augmente. 


CENTRE DE GRAVITÉ D'UNE PYRAMIDE TRIANGULAIRE. 
Soit proposé de trouver le centre de gravité d’une pyramide 
triangulaire SABC (fig. 35). Pour cela, je joins le point C 


Fig. 35. . avec le milieu du côté AB ; en 
prenant Mg=3CM, le point g 


sera le centre de gravité de la base. 
Joignant maintenant le sommet Sau 
point g, cette ligne contiendra le 
centre de gravité de la pyramide, 





car elle passera évidemment par les 
centres de gravité de toutes les tranches infiniment minces, 
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parallèles à la base, et dans lesquelles on peut concevoir la 
pyramide décomposée. Pareillerrent, si l’on joint le sommet 
C avec le centre de gravité g’ de la face opposée SAB, on aura 
une nouvelle ligne contenant le centre de gravité. Le point 
cherché sera donc au point G d'intersection. (On peut remar- 
quer que les lignes Sg, Cg’ sont toutes deux dans le plan du 
triangle SCM.) Je dis maintenant que Gg est le quart de Sg. 
En effet, puisque Mg est le tiers de CM, et Mg’ le tiers de 
SM, il en résulte que gg’ divise proportionnellement les côtés 
CM, SM du triangle SCM; donc le triangle M gg’ est sembla- 
ble à SCM; de là il suit que gg’ est le tiers de SC. Mais les 
triangles G gg’, SCG sont semblables , alors on a 


SG SC 
Mais 
gg = 5 SC; done aussi Gg= 5 SG, 
et enfin 
Gg =758 C. Q. F. D. 


Par conséquent Le centre de gravité d'une pyramide triangu- 
laire est situé sur la ligne qui va d'un sommet au centre de 
gravité de la face opposée, prise pour base, au quart de cette 
ligne à partir de la base, ou aux trois quarts à partir du 


sommet. 
CENTRE DE GRAVITÉ D'UNE PYRAMIDE QUELCONQUE. 


Pour trouver le centre de gravité de la pyramide SABCDE 

Fig. 36. (fig. 36), je décompose la base en 
triangles, et je fais remarquer qu’à 
chaque triangle répond une pyra- 
mide triangulaire. Cela posé, je 
joins le sommet S avec chacun 
des centres de gravité g, g', g", 
des triangles de la base, et si je 


| 1 
prends $y = 798) y sera le centre 





de gravité de la pyramide triangu- 
6 
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laire SABC. J'imagine maintenant qu'on ait mené, par le point 
y, un plan parallèle à la base; ce plan détachera le quart de 
chacune des autres lignes Sg’, Sg”; par conséquent il passera 
par les centres de gravité de toutes les pyramides triangulaires, 
et, par suite, il contiendra le centre de gravité de la pyra- 
mide totale. Mais le centre de gravité de cette pyramide se 
trouve aussi sur la ligne qui va du sommet au centre de gravité 
du polygone de base; donc il est situé à l'intersection des deux. 

Donc le centre de gravité d’une pyramide quelconque: est 
situé sur la ligne qui va du sommet au centre de gravité de la 
base, au quart de cette ligne à partir de la base, ou aux 
trois quarts à partir du sommet. 


CENTRE DE GRAVITÉ D'UN CONE. 


Le cône (de révolution) pouvant être assimilé à une pyra- 
mide régulière dont les faces latérales seraient infiniment pe- 
tites , il en résulte que le centre de gravité du cône s’obtiendra 
comme celui de la pyramide. 


CENTRE DE GRAVITÉ D'UN TRONC DE CONE. 


Posons, pour abréger, Aa—H, AB=—R, ab=r (fig. 37). 

à Nommons aussi P et y le volume et la hau- 
teur du cône SAB; la hauteur du petit 
cône sera y — H , et en désignant par p son 
volume, on aura 


yY R P Br 


= 
— — 





Á _ Ta" 
(24) y —H r> p P 


Remarquons maintenant que si l’on prend 





les moments par rapport à la base AB du 
tronc, ces moments auront pour valeurs 


pour le cône SAB..... P>, 


pour le cône Sæb..... p ` de + H) =p IT 3H 
} 4 ? 








pour le tronc AB ab. . .(P — p) u, 


u étant la distance à la base AB du centre de gravité du tronc. 
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Cela posé, l’équation des moments donne 


Y y+ 3H 
Pig. - P — t, 
A à + | P) 


et, en chassant le dénominateur, 
Py =py +3Hp+4(P—pju, 
d'où 
I 3 P 
u= >; y — + H ——. 
474 P—p 
Mais on tire des équations (24) 
— RH ' 
T=R-r P-p N= 
Substituant, la valeur de u devient 
1 R r? 
réduisant au même dénominateur, puis divisant les deux 
termes de la fraction résultante par (R — r), on trouve la nou- 
velle formule 
Ia (R+r’ er 
(26) u = 4 H (R+r}—Rr > 
laquelle se prête mieux aux méthodes de calcul. 
Telle est la formule qui fera connaitre la position du centre 
de gravité du tronc de cône. 
‘Si, par exemple, on suppose 
=1", R=o",fo, r—=0",30, 


on trouve 


u = 0",453. 
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DES LEVIERS. 


DÉFINITIONS DES MACHINES SIMPLES ET COMPOSÉES. 


93. Les machines sont des instruments destinés à trans- 
mettre le travail des forces. Elles se divisent en machines 
simples et en machines composées. 

Les machines simples sont celles qui ne sont formées que 
d'un seul corps solide ; elles sont au nombre de trois : 

Le levier, 

Le plan incliné, 

Le tour ou treuil. 

Les machines composées sont des combinaisons des ma- 
chines simples. 


MOUVEMENT UNIFORME DES MACHINES. 


Lorsqu'un système matériel est sollicité par des forces qui 
ne se font pas équilibre, celui-ci prendra évidemment un 
mouvement varié, d'où il suit que : Si un système se meut d’un 
mouvement uniforme, les forces qui le sollicitent se feront 
équilibre. Par conséquent les équations d'équilibre d'une 
machine exprimeront les conditions qui doivent étre rem- 
plies pour que son mouvement soit uniforme. 

Pour montrer par un exemple l’utilité de ces équations, 
reprenons le cas du plan incliné traité dans la première leçon. 
Nous avons vu que pour qu'une force P parallèle au plan 
tienne en équilibre un poids Q posé sur ce plan (fig. 4), il 
faut et il suffit qu'on ait la relation (nous faisons abstraction du 


frottement) 


P À h 
Q — 1 d'où P=Q7 


h et l étant la hauteur et la longueur du plan. 


2 
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Maintenant, si la force P est capable de faire remonter le 
poids Q d’un mouvement uniforme , la relation ci-dessus aura 
lieu pendant toute la durée du mouvement, et l'équation 


l i r . 
Pæ=Q 7 permeltra de calculer la force qui sera nécessaire 


pour entretenir le mouvement uniforme de la résistance Q. 
Si, par exemple, 


Pre, demi Ooo, 


la valeur de P sera 
P = 300*. 


Ainsi un poids de 300 kilogrammes, disposé comme dans 
la figure suivante, suffira pour faire remonter d'un mouve- 
ment uniforme, le long du plan incliné, un poids de 1500 ki- 
logrammes; mais il doit être entendu que le poids proposé ne 
pourra être mis en mouvement que par l’emploi momentané 
d'un surcroît de force. 

Dans la question que nous venons de traiter, nous n'avons 
pas tenu compte du frottement, mais il serait aisé d'y avoir 

Fig, 38. égard. Pour cela, je décompose la 
force Q (fig. 38) en deux autres, 
l’une N normale au plan, dirigée 
suivant GN, l’autre S parallèle au 
x0 plan, dirigée suivant GS ; le frotte- 

ment étant proportionnel à la pres- 
sion aura pour valeur f N, de sorte 
qu'on aura, pour l'équilibre, | 





Q=1500 


P=S+/fN. 
Or 


S= Qsina, N—Qcosx; 
par suite 
P = Q sina + f Q cos a. 


Mais on tire des dimensions du plan incliné, 


h = sina, b=lcosa, 


86 SEPTIÈME LEÇON. 


SiNx—-; - COS «& = —; 
T 1° 

alors, par la substitution de ces valeurs , l'équation d’équilibre 

devient 


(1) | P=% +SS. 


Si l'on fait dans cette formule f = o, on retombera sur la 
première valeur de P. 

Pour donner un exemple numérique de cette relation, sup- 
posons toujours 


Q = 1500, A=, L=, 
d'où 


b = 4" ,898. 


Si nous supposons maintenant que le poids Q soit en métal , on 
aura , en le supposant graissé de suif, et glissant sur bois, 
f= 0,08, et la formule ci-dessus donnera : 


1°" à se À PE 300* 


a° terme... sesers.. . 117,552 
d’où P= 417,552 


Ce qui montre que le frottement n’est pas une force négli- 
geable. Cependant nous en ferons abstraction dans les leviers, 
où le mode de suspension la rend généralement très-petite. 


DIVERS GENRES DE LEVIERS; CONDITIONS D'ÉQUILIBRE. 


24, Le levier est un corps de forme quelconque n'ayant 
que la faculté d'exécuter autour d’un point ou d’un axe fixe 
un mouvement alternatif de rotation. 

Les conditions d'équilibre du levier ayant été données dans 
la première leçon, nous y renvoyons le lecteur. 

Quand la puissance et la résistance sont parallèles et que le 
levier est rectiligne, il s'appelle : 
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Fig. 39. | Levier du 1°" genre, si le 

A point d'appui est situé entre 
ro la puissance P et la résis- 


tance Q (fig. 39); 


Levier du 2° genre , quand 


P 
| la résistance est placée entre 
la puissance et le point d’ap- 

pui (fig. 40); 


Fig. 41. 


Fig. 40. 


Levier du 3° genre, quand 


> la puissance est placée entre 
s enas la résistance et le point d'ap- 
pui (fig. 41). 


Mais quel que soit le genre de levier, si l’on nomme p et q 
les bras de levier de la puissance P et de la résistance Q, me- 
surés sur le levier lui-mème, on aura pour l'équilibre, en 
faisant abstraction de son poids, 


(2) Pp = Qg- 
En effet, O étant le point d'appui (fig. 42), si l’on mène sur 


Fig. 42. la direction commune des 
a forces la perpendiculaire ab, 


l'équilibre du levier donnera 


P.0a = Q.0b, 


P Où 
Q Oa 





Mais les triangles AQOa , BO b étant semblables, 


Ob OB, 
Oa OA 


| | PRE 
substituant ce rapport dans la valeur de ğ il vient 


P OB 


U Da’ d'où  P.OA =Q.0B. c. Q.r. ». 


Si l’on veut tenir compte du poids du levier, l'équation 


Á e e a u 
D TE EE A UE miai an 


PR, 
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d'équilibre deviendra (fig. 43) P.Oa + 5.0g = Q.0b, 
Fig. 43. G étant le centre de gravité 

et w le poids de AB. On 

remarquera maintenant que 

si G coïncide avec O, O g sera 





nul, et l’on aura simplement 


P.Oa = Q.0b. 


Ainsi lon ne pourra, rigoureusement parlant, faire 
abstraction du poids du levier, que lorsque le centre de gra- 
vité coïncidera avec le point fixe. 


LEVIERS FAVORABLES OU DÉFAVORABLES A LA PUISSANCE. 


Il suit de l'équation (2) qu'un levier sera favorable ou 
défavorable à la puissance, suivant qu'on aura p >> ou <q, 
parce qu'alors on aura P < Q ou œ> Q. Par conséquent le 
levier du 1° genre sera tantôt favorable, tantôt défavorable 
à la puissance. 

Le levier du 2° genre sera toujours favorable à la puissance. 

Le levier du 3° genre sera toujours défavorable à la puis- 
sance. 


LEVIERS FAVORABLES OU DÉFAVORABLES A LA VITESSE. 


Suivant qu'un levier sera favorable ou défavorable à la 
puissance, il sera défavorable ou favorable à la vitesse; 
de telle sorte que ce qu'on gagne en force on le perden vitesse. 

En effet, supposons qu’on fasse prendre au levier la posi- 
tion ab (fig. 44), la comparaison des arcs semblables donnera 


| Fig. 44. OB’ acné 
r OA  arcAa 
EN Mais dans le cas d'équilibre 
X ET ji P OB 
` b Q =: 


donc aussi 


P arcBù + 
Q e, doù P.arcAa = Q.aurcBb. 
t ri 
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Par conséquent, suivant que P sera > Q ou < Q, arc Aa 

sera < arcB ou >> arc Bb. Si, par exemple, la puissance est 

trois fois plus grande que la résistance, le point d'application 

de la puissance décrira un chemin trois fois moindre que celui 
de la résistance. 

Donc Že levier du 1% genre est tantôt favorable, tantôt 


défavorable à la vitesse. 
Le levier du 2° genre est toujours défavorable à la vitesse. 


Le levier du 3° genre est toujours favorable à la vitesse. 


USAGES GÉNÉRAUX DU LEVIER. 


Le levier fait, pour ainsi dire, partie de toutes les machines, 
où il est employé, tantôt à transmettre de petits mouvements, 
comme cela a lieu, par exemple, dans les moulins à blé et 
les machines à vapeur où un levier mů par un pendule conique 
fait mouvoir tantôt une sonnerie, tantôt un papillon qui 
ouvre ou ferme les conduits de la vapeur. D’autres fois il sert 
à exercer des pressions ; c’est ainsi, par exemple, que la sou- 
pape de sûreté des chaudières à vapeur, ou de la presse hydrau- 
lique, reçoit d’un levier du deuxième genre, chargé d'un 
poids à son extrémité, une pression égale et contraire à la 
pression limite de la vapeur ou de l’eau. Le levier sert aussi 
de base à la plupart des instruments de pesage. 


Supposons, par exemple, qu'avec un levier donné OA 
(fig. 45), dont le poids est & et le centre de gravité g, on 


Fig. 45. veuille transmettre en B 


une pression donnée Q. 
On demande quel poids 
il faudra employer ? 

Comme il y a équi- 
libre entre le poids in- 
connu P et la force Q 
qu'il faut vaincre, on 
aura 





P.OA + 5.0g = Q.0B, 
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d'où 
OB Og 
P = 0 — — g. —. 
Ga 04 
Prenons, par exemple, 
OA —1",20, Og—o,50o, OB—0,20, Q= 200*, o=10ř, 


la valeur de P deviendra 


PLAT PR Ce à EU AT EU Dr 


1,20 1,20 


THÉORIE DE LA BALANCE ORDINAIRE. A 


25. La balance ordinaire se compose d’un levier qu'on 
nomme fléau, portant en son milieu et perpendiculairement 
à sa longueur un prisme triangulaire appelé couteau, posé 
par son arête sur deux coussinets, qui sont en agate dans les 
balances de précision. Aux deux extrémités du fléau sont sus- 
pendus deux plateaux, à laide de deux anneaux en forme 
de S { fig. 46) et taillés intérieurement en couteau, ainsi que 


Fig. 46. s 





les autres anneaux de suspension. Le fléau porte ordinairement 
en son milieu une aiguille qui parcourt les degrés d’un arc de 
cercle. Les points de suspension du fléau sont dans le plan des 
coussinets, sur l’horizontale qui passe par le milieu du couteau 
et à des distances égales de ce dernier point. Cette condition 
remplie, si deux poids P et Q se font équilibre dans les deux 
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plateaux , ils seront nécessairement égaux, car l'équation d'é- 
quilibre 
Pp = Q4 


donne P = Q quand p = g. Pour juger de l'équilibre, il n'est 
pas nécessaire d'attendre que le fléau ait repris sa position 
horizontale, il suffit de s'assurer si les oscillations de lai- 
guille sont égales de chaque côté du milieu de l'arc qui est le 
zéro de la graduation. Mais la condition de rendre égaux les 
deux bras de levier est très-dificile à remplir. Il importe donc 
de savoir peser avec des balances fausses. 


MANIÈRE DE PESER AVEC DES BALANCES FAUSSES. 


Proposons-nous, par exemple, de peser 1 kilogramme de sel. 
On mettra dans un des plateaux un poids gradué de 1 kilo- 
gramme ; puis on lui fera équilibre, dans l’autre plateau, avec 
de la grenaille de plomb ou toute autre substance divisée. Cela 
fait, on retirera le poids gradué et on lui substituera du sel 
jusqu'à l'équilibre; le sel, mis dans, le plateau, pèsera évidem- 
ment 1 kilogramme. | 

Il existe encore une autre méthode pour peser avec des 
balances fausses, mais elle est moins pratique que la précé- 
dente. 

Soit P le poids inconnu du corps ; on lui fera équilibre dans 
l’un des plateaux avec des poids gradués Q, et l’on aura 


Pp—Q3g. 


On transportera P dans l’autre plateau, puis on lui fera équi- 
libre dans le premier avec de nouveaux poids gradués Q’, et 
l'on aura la nouvelle équation 


Pg =Q'p. 


Multüpliant ces deux égalités membre à membre, et simpli- 
fiant, il vient 


(4) P = QQ, doù P= va”. 


a- 
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INFLUENCE DE LA POSITION DU CENTRE DE GRAVITÉ SUR LES QUALITÉS 
D'UNE BALANCE. 

Quand le fléau est dans une position horizontale, le centre 
de gravité du système des plateaux et du fléau est situé sur la 
verticale du milieu O du couteau; car si l’on nomme w le poids 
du système proposé, x la distance de la verticale de son centre 
de gravité au point O, l'équation des moments se réduira à 
mx —0; mais w n'est pas nul, donc x =o. c. Q. F. D. 


BALANCE FOLLE. 


Remarquons maintenant que le centre de gravité pourra se 
trouver, soit au-dessus du point O ({ fig. 47), soit en ce point, 
soit au-dessous. Si le centre de gravité du système est placé au- 
dessus du point O, un petit dérangement dans la position ho- 
rizontale abaissera ce point, qui, ne pouvant reprendre sa 
position première, entraînera le fléau , jusqu’à lui faire décrire 
une demi-circonférence. On dit alors que la balance est folle. 

Si le centre de gravité est situé au milieu O du couteau, la 
balance restera en équilibre qu’elle que soit la position qu’on 
lui donne; dans ce cas le moindre excès de poids suflira pour 
faire faire un quart de tour au fléau. 


BALANCE PARESSEUSE. 


Il faut donc que le centre de gravité soit au-dessous du 
point O. Alors si l’on écarte le fléau de sa position horizontale, 
on élévera le centre de gravité, et comme ce point tend à des- 
cendre, le fléau oscillera de chaque côté de la position hori- 
zontale avec d'autant plus de lenteur que le centre de gravité 
sera plus bas. Si le centre de gravité est trop bas, les oscilla- 
tions seront très-lentes et la balance sera dite paresseuse. 


SENSIBILITÉ DE LA BALANCE. 


Il importe donc de donner au centre de gravité du fléau une 
position convenable, Pour cela, on déterminera cette position 
par la condition qu'un poids additionnel déterminé, placé 


dans l'un des plateaux, fasse prendre au fléau une inclinaison 


donnéc. Cette déviation de la position horizontale pour un 
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poids additionnel donné est la mesure de la sensibilité de la 
balance. 

Supposons donc deux poids P et Q se faisant équilibre dans 
| les deux plateaux, on 


Fig. 47. 
p aura (fig. 47) 
ri S P.OA = Q.0B. 
sH A 
f: Fi S ! Au poids P, ajoutons 
; Q /g. . . H >a : 
chie FA maintenant un poids 
oi Â| \ additionnel p; le fléau 
3 o fi) 3. . 
| s'inclinera, le centre 
H de gravité qui était en 
a dd LES ~ 5 q | x 
Q iP G, prendra une posi- 
p+p 


tion G dans laquelle 
le système se constituera dans un nouvel état d'équilibre, 
et il s’agit de déterminer OG sous la condition que langle 
AOA' = ọ prenne une valeur donnée d'avance. 
A cet effet, remarquons que pour la nouvelle position du 
levier, l'équation d'équilibre devient 


(P + p)O0a=Q.O0b + a.0g. 
Mais 
Oa = OA’ .cosẹ = OA.cosv, 


Ob = OB’ .cosọ = OB. cosp, 
Og = 0OG.sinọ; 
par suite, 


(P + p) OA .cosy = Q.0B cosy + w.0G.sing. 


Développantet supprimant les deux termes égaux P.OA .cos9 


et Q.OB.cosy, il reste 


p.OA.cos y = m.0G.sin®, 
d'où 


(5) FT ce 


La tangy 





C. Q. F. D. 


Si par exemple on veut qu’un poids additionnel égal au trois- 
centième du poids du système, fasseincliner le fléau de rodegrés, 
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on fera 


alors si l'on suppose 
OA = 0",30, 
on trouvera 
OG = 0" ,0057. 
Il faudra donc que le constructeur s'arrange de manière que le 
centre de gravité du fléau, chargé des deux plateaux, soit à 
0",0057 de distance verticale au-dessous des coussinets. 


THÉORIE DE LA BALANCE ROMAINE. 


26. La balance romaine consiste en un levier du premier 
genre qu'on suspend à l'aide d’un anneau M (fig. 48), soit avec 
Fig. 48. la main, soit à une corde, 

soit à une barre horizontale. 
A l'extrémité A du levier, se 
trouve un second crochet, ou 
un plateau de balance, des- 
tiné à recevoir le corps à pe- 
ser. Enfin, sur la deuxième 
partie du levier, on fait mou- 





voir un curseur jusqu'à ce 
que le système soit en équi- 
libre. Le poids du corps se lit à l'endroit où le curseur s'arrête. 
= Pour graduer cet instrument, nommons w son poids et G 
son centre de gravité; q étant le poids du curseur, P le poids 
du corps, on aura l'équation d'équilibre 


P.OA + &.0G= 9.0B, 
d’où l’on tire 
06 = Toga Ei 
q q 


Comme le premier terme du deuxième membre est constant, 
posons , pour abréger, 


=.0G = /, 
( 


1 
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et l'équation deviendra 


(6) OB= + =.04. 


Faisons maintenant dans cette formule P = o ; elle donne 
OB = 1. 


Portant à gauche du point O une distance égale à Z, on aura le 
zéro de la graduation. Mais ce point s'obtient plus aisément par 
l'expérience, en faisant courir le curseur jusqu’à l'équilibre 
de la romaine non chargée. Posons encore 


P =q, 
la même formule donne 


OB = / + OA. 


Donc en portant à gauche du zéro la distance OA, on aura le 


n° 1 de la graduation, lequel répond au poids du curseur. 
Faisant successivement 


Pa, P=3n.. 
on trouvera 


OB =}+ 20A, OB—7/+304. 


et ainsi de suite. 

Par conséquent en portant à la suite les unes des autres, à 
partir du zéro, la distance constante OA , on aura les gradua- 
tions répondant à 2 fois, 3 fois, ete., le poids du curseur. 
Les fractions de q s’obtiennent de la même manière. Si, 
par exemple, dans une opération de pesage, le curseur s'arrête 
au n° 15,5, le corps pcsera 15 fois et demie autant que le 
curseur. La loi défend Pusage de la balance romaine dans le 
commerce, attendu que cet instrument donnerait des indica- 
tions trop fortes ou trop faibles, suivant qu’on se servirait d'un 
curseur d’un poids plus petit ou plus grand Li celui qui a 
servi à la graduation. 


THÉORIE DE LA BALANCE BASCULE DE QUINTENZ. 


27. La figure ci-après montre suffisamment la disposition et 
le jeu des leviers de la machine, lesquels se font mutuellement 
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équilibre. Ainsi la charge Q agit à la fois sur le levier BC par 


la tringle AG, et 


Fig. 49. 

0: sur le levier DEF, 
P'=P XR i 

OB lequel transmet son 

B A c v, 

K p y action à BC par la 
N = ==  tringle BD. On 
E 


, fait équilibre à la 
à 

Î charge Q au moyen 

de poids gradués P 





LORS EE ER 


FE PR PR ce res Pages i qu'on place sur un 





Je! TT TT IS TD PTT TITI TTL A 
plateau suspendu à 


l'extrémité C; on 
? multiplie ` ensuite 
généralement P par 10, et l’on a la valeur de Q. 

Pour le faire voir, soient p, p’ et q les actions qui s'exer- 
cent sur le levier DE et sur les tringles; on aura d’abord pour 


l'équilibre du levier DF, 





FE 
‘,DF = p.FE, d'où = p. . 
| P P , où p' =p FD 
Mais le levier BC est tel, qu'on a 
OA FE 
OB FD - 


substituant la valeur de ce rapport dans celle de p’, il vient, 
vahi OA 
en posant, pour abreger, oT E. 
pE p: 


(Les distances OA, OB, OC, sont mesurées sur l'horizontale 
du point fixe O, prolongée jusqu'aux axes des tringles.) Mais 
l'équilibre du levier BC donne à son tour 


P.0C=p'.0B+g.0A; 


remplacant p’ par sa valeur ci-dessus, il vient 


OA 
P.O0C =r- gp 08 + q.OA, 
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et en simplifiant, « 
P.OC = p.O0A + q.0A = {(p + q) OA. 
Mais Q = p + q; donc 
P.0C = Q.OP, 


C 
— =M, 


OA 
(7) Q = mP. 


Comme la quantité m est arbitraire, on prend ordinairement 


D'où l'on tire, en posant 


m= 10, d’où 
Q=:10oP. c. Q. F. D. 


Calculons encore les tensions p, p’ et q: 
Pour cela, nous aurons à la fois 
kp+q=p+?P, 
p+qg=Q=mpP, 
p = kp. 


Résolvant les deux premières équations , on trouve 








m— il 
" [p= re; 
) | m(1—k)+i p 
(= 2 —k i 
et ensuite 
. , _Mæl, : 
(9) pP =z 


Maintenant si l’on veut avoir p = q, les équations (8) et (9) 
donneront 


2 r 
10 k= —, p =P. 
Enfin si l’on prend , comme ci-dessus, m = 10, on aura 


(11) kg. 


Les valeurs précédentes de m et de k sont celles qu'on adopte 
généralement dans la pratique. 
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THÉORIE DU PESON. 


W. BOA (fig. 50) est un levier coudé, formé d’une seule 
Fig. 5o. pièce et dont l'angle est 6. 

Q.est le poids de ce levier 
coudé, lequel porte l'aiguille 
indicatrice ; celle-ci est assez 
lourde pour que le centre de 
gravité du système soit en B. 
© est le poids de la balance, 





ou du crochet suspendu en A. 
P étant un poids attaché au 


La 


crochet. la condition de l’équilibre est exprimée par l'équation 
s eq p p I 


(1) (P+ o)0a=Q.0b; 
on a aussi 
(2) a = 90° + ọ — 6, ou a = Q0° — (0 — 9%). 


Posant, pour abréger, O a = p, O b = q, on trouve sans 
peine | ; 
Oa =psin(oô—#}, Ob— gsine. 


Par conséquent 


(P+o)psin (0 — 9) = Qq sin ọ. 
‘« Développant, et résolvant l’équation par rapport à tang 9. 
il vient 
(P+w)psin# 
3 ti = ———— -> 
” 08t (P+ 0) p cost + Qy 

En faisant dans cette formule P = o, on aura pour la va- 
leur de l'angle ọ qui répond au zéro de la graduation , 


wp Sin 8 
tang g, = ——— ——— 
(4) ON w p cos 0 + Qq 
En supposant dans l'équation (3) P = 1*,P—2*,..., on 


aura les valeurs de l'angle ọ nécessaires à la graduation de 
linstrument. 
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Si l’on veut que le coude OA soit horizontal quand Fai- 

guille est à zéro, il faut poser à = 0; alors on tire de l’équa- 
tion (2) 





(5) 6 = 90° + y; 
celle-ci donne à son tour 
LE = cos 9 zi 
8 fp = sin 0 


Substituant cette valeur dans (4), il vient 
(6) cos 9 = — = 


Ayant choisi à volonté les quantités p, g, Q, cette équation 
fera connaître w si l'angle 8 des leviers est donné, ou 8 si c’est w 
qui est connu. 

Remarquons maintenant que quel que soit 8, l'angle ọ aug- 
mente avec P; en effet, la valeur de tang ọ peut s'écrire 





+ © 


Si cos 8 > 0, à mesure que P augmente, le dénominateur 
diminue; par suite tang ọ augmente. Si cos 9 < o0, et qu'on 








pose cos 0 = — e°, l'expression de tang ọ deviendra 
in 9 
tang ọ == — E a 
Q7 : 
P+o p: 
Or, tant qu'on aur QI è aavecP 
j qu'on aura yo > p £°, tang ọ augmentera avec P. 
Si p < pe*, la valeur de tang ọ pourra s'écrire 
O 
p sin 8 | 
tang ọ = — ————. 
A a 
P+ 


Sous tette forme on voit que tang ọ décroîtra numériquement 

à mesure que P augmentera; donc l'angle ọ croitra encore à 

cause que tang ọ < o0. Ainsi l'angle ọ croitra depuis P = o 
7: 





j 


I 
a 


> 


3 z 
Ga — r me 
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jusqu’à P = œ . Pour cette dernière valeur on aura 


sinĝð 
unpe=—- -rF tang 8. 
Par conséquent langle ọ ne pourra pas croitre au delà de 
langle du levier coude. 
Reprenons la formule (6), savoir 


Si l’on veut connaitre la valeur de P pour laquelle 9 = go”, 
il suffira d'égaler à zéro le dénominateur de l'équation (3), ce 
qui donne 
(P + w) pcos 0 = — Qq. 
De là on tire 


Qg 


HET a 


Remplaçant cos 0 par la valeur ci-dessus, il vient 


(7) e= (2) o-r. 


o 
i | ol a q 
Si par exemple Q = 2°,5 = 2, "A Á „0n trouve 
P = 30*. 


On voit que quelque grand que soit P, l'angle d'écart de 
l'aiguille ne sera jamais droit; d’où il résulte que le peson 
pourrait servir à évaluer des poids quelconques si les supports 
étaient capables d'une résistance indéfinie. 


EXEMPLES DE LEVIERS. 


29. Une foule d'instruments se rapportent au levier. 

Nous citerons parmi les leviers du 1°" genre les ciseaux, les 
tenailles, les tisonniers, le levier des paveurs , etc. 

Parmi les leviers du 2° genre, la brouette, les rames des 
bateaux, le casse-noisette , etc. 

Enfin, parmi les leviers du 3° genre, nous citerons les 
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pinces, les pincettes, les ciseaux à tondre, le marchepied du 
rouet à filer, etc. 

Le corps humain, pendant la locomotion, se meut à l’aide 
d’un levier du 2° genre. Le point d'appui est sous la plante 
du pied, la puissance agit à l'extrémité du talon, à l'aide 
du tendon d’Achille. La mâchoire se comporte à la manière 
des leviers de 2° et 3° genre. Le point d'appui est à l'ar- 
ticulation derrière l'oreille; la puissance agit sur la mà- 
choire inférieure, qui seule est mobile, à peu près vers lo 
milieu de la joue, à l’aide d’un muscle qui gonfle la tempe 
quand on mange. Si l’on met la résistance sous les dents 
incisives, la mâchoire agit comme levier du 3° genre; elle 
agit comme levier du 2° genre, si on met la résistance sous les 
molaires ; et l’on doit admirer la prévoyance de la nature qui 
a pourvu de dents tranchantes le levier le plus défavorable à 
la force, et de dents plates, propres seulement à écraser, 
le levier le plus favorable à la force, 
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HUITIÈME LEÇON. 
DU PLAN INCLINÉ ET DU TREUIL. 


———— m 


ÉQUILIBRE D'UN CORPS ASSUJETTI A GLISSER SUR UN PLAN INCLINÉ. 


30. Un plan incliné est un plan inébranlable, contre 
lequel le corps s'appuie, et sur lequel il n’a que la liberté de 
glisser. Dans la pratique, on fait ordinairement agir la puis- 
sance de deux manières différentes, parallèlement à la lon- 
gueur du plan incliné, ou parallèlement à la base. 


CAS OU LA PUISSANCE EST PARALLÈLE AU PLAN. 
Le cas où la puissance est parallèle au plan incliné a été 
traité aux n° 4 et 23, nous y renvoyons le lecteur. 


. Il nous reste à examiner celui où la puissance est parallèle 
à la base du plan incliné. 


CAS OU LA PUISSANCE EST PARALLÈLE A LA BASE DU PLAN INCLINÉ, 
ET QU'ON N'A PAS ÉGARD AU FROTTEMENT. 


Supposons que le corps glisse de A jusqu’en A’ (fig. 51); le 
travail de la puissance P sera P. AC, 
celui de la résistance Q sera Q. AB, 
et l’on aura 

P AB 


P.AC—Q.AB, d'où G— AC 





AB By 
AC ay’ 
donc 
P By 
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et si l’on pose 
By=4, ee =, 


l'équation de l'équilibre devient 


Q # 

Ce qui fait voir que lorsque la puissance est parallèle à 

la base du plan incliné, il faut pour l'équilibre ou le mouve- 

ment uniforme du corps, que la puissance soit à la résistance 
comme la hauteur du plan incliné est à la base. 


CAS OU L’ON A ÉGARD AU FROTTEMENT. 
Posons, pour abréger, 
«aB =}, By =h, ay = b (fig. 52). 


Nommons aussi N la pres- 
sion normale au plan. Le 
frottement qui naîtra de cette 
pression aura pour valeur 
N f, de sorte que les forces 
qui sollicitent le corps À et 





qui se font équilibre dans le mouvement uniforme sont : 

La puissance P, 

La résistance Q, 

La réaction N, 

Le frottement N f. 

Remarquons maintenant que les travaux élémentaires de 
ces diflérentes forces sont : 


_EP=P.AB, 
Q= — Q.AB, 
&N=o, 


GN/—— Nf.AA!. 


Egalant à zéro la somme algébrique de ces travaux, on 


trouve 
P.A'B-— Q.AB + N/.AA', 
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d'où 
AB AA’ 
P=Q.—— — 
trp NE 
Mais les triangles semblables A A'B, zB y donnent 
AB A AA’ à. 
A'B 6” AB à’ 
par conséquent | 


A l 


Il reste encore à trouver N : or N est la somme des compo- 
santes de P et de Q, estimées suivant AN ; donc 


| N = P sin a + Q cosa, 


j L 
(1) N? = PZ sin a + Q! cos «. 


Mais 
= sina, b= lcosa; 


de là il résulte 
N= Ph + Qb. 


Substituant cette valeur dans celle de P, on obtient 
i 
EN T E T 
b b 
Résolvant par rapport à P, on trouve en définitive 


(2) P= TZA 


Si, dans cette formule, on fait f — 0, on retombe sur la va- 
leur déjà trouvée. 

Il est évident que si l’on remplace le plan incliné par une 
force égale et contraire à N, l’état du corps ne sera pas changé, 
et il sera permis de le considérer comme étant parfaitement 
libre. Mais les forces qui le sollicitent sont dans un même 
plan, il faudra donc ici, pour l'équilibre, que la somme des 
composantes parallèles à chacun des axes A x et A y soit nulle. 
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On est conduit de la sorte aux deux équations 


P = N sin « +- Nf cosg, 
Q = N cosa — N fsin a. 


Si l’on substitue dans la première la valeur de N tirée de la 
seconde, on retombe sur l’équation (2). Si l'on multiplie les 
deux membres de la première par sin +, les deux membres de 
la seconde par cos x, et qu’on les ajoute, ou retrouve la va- 


leur (1) de N. 


ÉQUILIBRE D'UN CORPS SUR UN PLAN INCLINÉ QUAND LA PUISSANCE 
A UNE DIRECTION QUELCONQUE. 


Les deux cas déjà traités de l'équilibre du plan incliné ne 
sont qu’une conséquence de celui où la puissance P (fig. 53) 
Fig. 53. fait avec le plan incliné un 

angle quelconque ọ. (Cet 
angle sera regardé comme 
positif ou comme négatif 
suivant qu'il sera compté 





ki LATE | au-dessus ou au-dessous de 
al AA.) 
N étant toujours la pression normale au plan, Nf sera la 
valeur du frottement, et l’on aura pour l'équilibré, 
P.Aa —Q.Aa+ Nf.AA'. 
Mais 
Aa’ = AA' coso, Aa = AA'sinx; 
donc 
P cos ọ = Qsin & + Nf. 
Si Pon remarque maintenant que 
N = — P sin ọ + Q cosa, 
l'équation précédente devient 
P cosy = Q sin « — Pf sin y + Qf cos x, 
d'où l’on tire 
sin 
(3) p—0* atsoa 
cosy + f Sin 
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Mais 
A h . 
sin z = —, cosa = —: 
i l 
donc 
h + bf 
(4) P—Q 


I(cose + fsins) 


Si la force P était destinée à empècher l'accélération du mou- 
vement du corps descendant le long du plan incliné, il fau- 
drait changer le signe de f. 

Si l'on veut que la puissance spit parallèle au plan, on 
aura 


A+ bf 
1 3 





ọ=0, et par suite P=Q 


laquelle coïncide avec la formule (1) du n° 23. 
Si P est parallèle à la base du plan, ọ = — z, et la valeur 
de P devient 


h+bf 
Lcos x — fl sinz’ 


P=Q 





et plus simplement 


ce qui s'accorde avec la formule (2) démontrée ci-dessus. 

* Si l’on veut connaitre la moindre valeur de P qui sera 
capable d'entretenir le mouvement uniforme de la résistance 
Q, il suffira de prendre la dérivée de P par rapport à ọ dans 
l'équation (4), et de l’égaler à zéro. Prenant cette dérivée, on 
trouve 

dP _ p Sin ? — f cos? 


dọ cosg + f sin 9 ? 
posant 
dP 
— = 0, 
dy 


il en résulte 


(5) tang p = f; 
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et comme pour celte valeur de ọ, 


dP 
mem t 


on en conclut que la valeur correspondante de P, savoir 


(6) P = QUES, 
IVi+f: 
est un minimum. 

On voit donc que pour produire le glissement d'un corps 
sur un plan incliné avec la moindre force, il faut faire agir 
celle-ci de telle sorte, qu'elle fasse avec le plan , du côté où le 
` mouvement doit se faire, un angle égal à l'angle du frotte- 
ment. 

Pour que le glissement du corps soit possible, il faut que le 
dénominateur de la valeur générale de P ne soit pas nul. Donc 


la force P ne pourra produire le glissement si 
cos ọ + f sin ọ = 0, 
d'où 
I 
tang ọ = — > 
69 f 


Soit } l'angle que la force P fait avec la normale AN, on a 





ÿ = 90° + », 
d’où 
p = Ÿ — 90°; 
par suite 
sin 9 = — cos Ÿ, 
cos y = sin Ÿ, 
tan — 
BE: 08 tang Ÿ 
Mais 
I 
tang ç = — =: 
ang € f : 
donc 
tang Ÿ = f. 


Donc une force F ne saurait produire le glissement d'un 
corps sur un plan lorsqu'elle fait avec la normale au plan 


a a a 
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un angle égal à langle du frottement, cet angle. étant 
compté à partir de la normale du côté vers lequel le mouve- 
ment doit se faire. 

On peut s'assurer directement que toute force F, appliquée 
au mobile sous l'angle 4 ne saurait aider au glissement. Pour le 
faire voir, nous remarquerons que les composantes de F sui- 
vant AA’ et AN, sont : F sin 4, F cos d; mais la pression nor- 
male F cos Ÿ donne lieu à un frottement f F cos 4 dirigé en 
sens contraire du mouvement, et l’on a 

fE cos 4 = F sin p, 


puisque par hypothèse 
tang 4 =f; 


donc les deux forces se détruisent C. Q. F. D. 


COEFFICIENT DU FROTTEMENT AU DÉPART. 
Au moment où le corps est sur le point de glisser en vertu 
de son propre poids, le frottement Nf est égal à la compo- 
sante de Q estimée suivant A zx (fig. 54); on aura donc 


Fig. 54. Q sin a = Nf. 
L N Mais ici 
KI N—Qcosz; 


gi 
a \ | donc 


nr (7) f = tang a. 


Pour déterminer f, il suffira par conséquent de relever le plan 
incliné jusqu’à produire le mouvement , et de mesurer ensuite 
l'inclinaison de ce plan sur l'horizon. L'angle x déterminé par 
l'équation (7) est ce qu’on nomme l'angle du frottement. 

L'expérience démontre que le frottement est un peu plus 
grand au départ du mobile que pendant le mouvement. 


LOIS DU FROTTEMENT. 


Déjà plusieurs fois nous avons fait usage de l’une des lois 


du frottement ; nous les résumerons ici toutes : 
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1°. Le frottement est proportionnel à la pression totale qui 
s'exerce entre les surfaces en contact. 

2°. Pour une même pression, il est le même quelle que soit 
l'étendue des surfaces frottantes. 

3°. Tl est indépendant de la vitesse. 

4°. Ilest un peu plus grand au départ que pendant le mou- 
vement. 


TABLE DES COEFFICIENTS DU FROTTEMENT. 


Les physiciens ont déterminé par l'expérience les coefficients 
du frottement pour les diverses substances qui entrent dans la 
construction des machines. Les tableaux ci-après contiennent 
les résultats auxquels ils ont été conduits. 


Valeurs de / ou Table des rapports du frottement à la pression 
au moment du départ. 


ÉTAT DES SURFACES OU NATURE DE L'ENDUIT. 


Minimum . 
Moyen.... 
Maximum. 


Bois et métaux 


Minimum . 
Moyen.... 
Maximum. 


Cordes ou sangles| 
sur bois 


Minimum . 


Métaux sur métaux; Moyen.... 
Maximum . 
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Valeurs de / ou Table des rapports du frottement à la pression 
pendant le mouvement. 


Mouil- 
À sec. lées 
d'eau. 


Minimum . 
Bois sur bois..... Moyen.... 


Maximum. 


Minimum. 
Bois et métaux...{ Moyen.... 
l Maximum. 


Cordes ou sangles sur chène.. 


Minimum . 
Métaux sur métaux! Moyen.... 
Maximum 





DIVERS GENRES DE TREUILS. 


31. Le tour ou treuil, dans son acception la plus générale, 
est un corps de forme quelconque assujetti à tourner autour 
d'un axe fixe. Mais dans le plus grand nombre de cas, le 
treuil consiste en un cylindre, terminé par deux autres 
cylindres plus petits, de même axe, appelés tourillons , et qui 
tournent dans des ouvertures circulaires ou demi-circulaires 
appelées gorges, œils, coussinets ou paliers. 

Le plus simple des tours est la poulie (fig. 55), qui consiste 

Fig. 55. en une roue dont la circonférence porte une rai- 
nure appelée gorge. 

Cette roue porte deux tourillons qui tournent 
dans deux ouvertures pratiquées dans une pièce 
qui embrasse la poulie, et qu'on nomme chape. 
La puissance et la résistance agissent aux deux 





extrémités d’une corde très-flexible qui s'enroule 
sur la gorge de la poulie. 
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La forme du treuil varie avec la manière d'appliquer la 

Fig. 56. puissance, Le cylindre est 
souvent percé de trous dirigés 
vers l'axe, et dans lesquels 
on introduit à volonté des 
barres de bois, aux extré- 
mités desquelles on applique 
la force (fig. 56). La résis- 
tance agit à l'extrémité d’une 
corde qui s'enroule sur le 





cylindre. Les charrettes de 
roulage, les haquets, les chèvres, etc., sont munis de treuils 
de cette espèce. 
D'autres fois, comme dans le treuil des puits (fig. 57), la 
Fig. 57. puissance agit à l'extrémité d’une 
manivelle qu'on fait mouvoir avec 
la main. La résistance consiste en 
un poids attaché à l'extrémité 
d’une corde qui s'enroule sur le 





cylindre. 
Dans certains autres cas, comme dans le treuil des carriers 
(fig. 58), la manivelle est remplacée par une roue solidement 
Fig. 58. fixée au cylindre, et portant sur la cir- 
conférence des chevilles sur lesquelles 
l'ouvrier agit par son poids. Dans quel- 
ques treuils à axe horizontal, la cir- 
conférence intérieure de la roue porte 
de petites traverses sur lesquelles l'ou- 
vrier pose alternativement les pieds 





comme pour marcher; il met ainsi la 
roue en mouvement en agissant par son poids. 
Quand l'axe est vertical, le treuil prend le nom de cabestan. 


ROTATION DES TOURILLONS SUR LES COUSSINETS. 


32. A l’état de repos, le tourillon abcd (fig. 59) s'appuiera 
sur le point le plus bas A du coussinet ABCD. Mais si le tou- 


2 
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rillon se met en mouvement dans le sens de la flèche, il se 


produira au même instant, au point 
c de contact, un frottement F dirigé 


ITS suivant la tangente, et qui obligerä 


Fig. 59. 








le tourillon à s'élever successive- 
ment sur le coussinet comme sur 







un plan incliné, jusqu’en un point 
B où se fera la rotation. Mais pour 
que le tourillon se maintienne en 


l 
| 
l 
i 
] 
1 
l 
A 


R s—rñsn 
équilibre au point B, il faut né- 


cessairement que la résultante R des forces qui le sollicitent 
passe par ce point, sans quoi le frottement qui agit en B ne 
pourrait pas être tenu en équilibre, et le mouvement ascen- 
sionnel du tourillon continuerait jusqu'à ce que la généra- 
trice de contact rencontrerait la direction de R. Soit donc O le 
centre du coussinet, et ọ l'angle que la normale au point B 
fait avec R; la composante de R suivant la normale BN est 
R cos®, et suivant la tangente BS, R sin ọ. Par suite, le frotte- 
ment aura pour valeur f R cos ọ, et l'on aura, pour l'équilibre 
du tourillon sur le plan incliné BS, 
JR cos = R sin y; 

d’où 
(1) tang ọ = f. 

Ce qui fait voir que le tourillon remontera sur le coussinet , 
jusqu'à ce que la normale au point de contact fasse avec la 
résultante des forces qui le sollicitent , un angle égal à l'angle 


du frottement. 
Fig. 6o. Quelquefois la roue tourne 


Nf= freos? (Jig. 60) sur un tourillon 
qui ne fait pas partie de la 
NC roue; mais les choses se pas- 
| |S=R6"F sent comme dans le cas pré- 
cédent. Si, par exemple, une 
poulie ABC tourne sur le 
tourillon aBc, dans le sens 
de la flèche, le frottement F 
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qui agit sur la poulie, en sens contraire du mouvement, 
amènera la rotation à se faire autour d'un point B, placé du 
côté vers lequel se fait le mouvement, et tel, qu'on aura 
R sin ọ = fR cos», 
d'où 
tango =f, 


ce qui est le même résultat que précédemment. 


THÉORIE DE LA POULIE FIXE. 


33. La poulie étant dans le même cas que si elle tournait 
Fig. 6r. autour d'un axe, mené par 


son centre O, on aura pour 


l'équilibre ( fig. 61) 


À | P.OA = Q.0B, 
P d'où 
P =Q. 


Ce qui fait voir que dans l'équilibre de la poulie fixe, la 





puissance est égale à la résistance lorsqu'on n'a pas égard au 
frottement. La poulie fixe ne peut donc servir qu’à changer la 
direction de la puissance. 
Ayons égard maintenant au frottement. 
Soient P la puissance, Q la résistance et œ le poids de la 
poulie (fig. 62); la résultante R de ces forces devra passer 
Fig. 62. par le point À où se fera la 
rotation. Une fois le mou- 
vement uniforme établi, et 
en supposant qu'il s'effectue 
dans le sens de la flèche, la 
poulie sera soumise à l’action 
des forces P, Q, o, NA, N, 


cette dernière étant la réac- 





y tion normale du coussinet 
sur le tourillon. En ayant égard à toutes ces forces, la poulie 
pourra donc ĉtre regardée comme étant entièrement libre , et 


il faudra , pour l'équilibre, 1° que la somme des composantes 
8 





tel 
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parallèles à chaque axe O x et Oy soit nulle; 2° que la somme 
algébrique des moments par rapport au centre O de la poulie 
soit aussi nulle; on sera conduit de la sorte aux trois équations 


N sin ọ — Nf cos ọ = 0, 
(1) € Nocose + Nfsing = P + Q+, 
Pr=Qr+Nfe, 


dans lesquelles r est le rayon de la poulie, p celui du tourillon. 
On tire de la première 
tang ọ =f, 

ce qui s'accorde avec le résultat obtenu au numéro précédent. 

En élevant au carré les deux premières, puis ajoutant, on 
obtient 

me Erte, 
a 


Substituant cette valeur dans la troisième équation, on en tire 


rs pQUVIES + Sr) + ofp, 


rVi+f — Se 


Si dans cette formule on fait f = o, et même si l’on se contente 
d’y négliger les termes facteurs de f o, elle se réduit à P = Q. 
Cette équation pouvant s'écrire sous la forme 


ONE EVE E E i D- 


— o ? 
Q ryi+f’— fp ryiı +f’ — fek 

on voit que ce rapport sera d'autant plus petit que la charge 

Q sera plus grande. Donc il y a économie de force motrice à 

soulever avec la poulie de grandes charges. 





La formule (2) montre aussi que pour une méme valeur 
de Q, P sera d’autant plus petit que le rayon du tourillon 
sera moindre par rapport à celui de la poulie. 


THÉORIE DE LA POULIE MOBILE. 


Faisons d’abord abstraction du frottement. 


Nommant Q la charge en y comprenant le poids de la 
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chape (fig. 63), P la puissance, w le poids de la poulie, T la 
Fig. 63. tension de la corde attachée 
en C, on aura, dans l’état 
d'équilibre, 
P+T—=Q +5. 
Mais, puisqu'on n'a pas 
égard au frottement, 
T=P; 
donc 
1 
P = : (Q+). 


Ce qui fait voir que pour 





l'équilibre de la poulie mo- 
bile, il faut que la puissance soit égale à la moitié de la 
résistance alors qu'on n'a pas égard au frottement. 

Ayons égard maintenant à cette dernière force. 

D'abord la résultante R des forces P, T, & soulèvera la 
poulie de manière à amener le tourillon en un certain point 
M. Cela posé, N étant la pression normale du tourillon sur la 
chape et réciproquement, il naîtra de cette pression un double 
frottement N f qui sera dirigé, ainsi que la réaction N, comme 
on l’a marqué sur la figure par les lettres c et p, c'est-à-dire 
par les premières lettres des mots chape et poulie. La poulie 
étant soumise aux cinq forces 


P, T, w, N, Nf, 
on aura, pour l'équilibre , en prenant le point O pour centre 


de moments, 
[ N sin ẹ — N fcos p= 0, 


N cos ọ + N fsin =P +T — o, 
Pr—Tr— Nf: =090. 


Les forces qui sollicitent la chape sont Q, N, N f. En faisant 
la somme de ces forces décomposées parallèlement à laxe 
des x, on retrouve la première des équations ci-dessus; la 
somme des composantes parallèles à l’axe des y donne 
N cos ọ + Nfsins = Q. 
8. 
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Enfin la somme des moments relatifs au point O’ se réduit à 
Nf.0'M = 0, 

ce qui fait voir que l'équilibre de la chape est impossible 
avec la position actuelle de la force Q. Il faut conclure de là 
que, sous l'influence du frottement N f, la chape tournera 
autour du centre O’, et cette rotation qui se fera dans le sens 
du mouvement de la poulie, continuera jusqu’à ce que la ré- 


sultante Q de la charge et du poids de la chape prenne une 
position telle, qu’on ait, en posant OO’ = A, 


Nf(p+4)=Q.0'D=Q3. 
Les équations du mouvement uniforme de la poulie mobile 
seront donc, en résumé, 
N sin ọ — N f cos ọ = 0, 
POULIE. | N cosg + Nf sin ọ =P+T—5", 
(3) | Pr—Tr—=Nfo=o, 
N cose + Nf sing =Q, 
NF (e + A) — Qg =0, 
lesquelles serviront à déterminer les cinq inconnues ọ, N, P, 
T, q. On tire de la première, 
(4) tang ọ = f. 
Élevant au carré les deux premières, et les ajoutant ensuite, on 
obtient 


CHAPE,, 


N= ur a À 
vif’ 
La comparaison de la seconde et de la quatrième équation 


donne 

P+T—-æ=Q, 
d'où 

T=Q+o—pP. 


Alors la valeur de N devient 


Q 


5 N = 
R Vit“ 
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Substituant dans la troisième des équations (3) les valeurs 
ci-dessus de T et de N on trouve 


(6) r (0+ e) + ER 
Substituant dans T cette valeur de P, cn obtient 
1 Qf p 
T=- — -n 
(7) AE) TRETI 


On tire enfin de la cinquième équation 
_f{p+a) 


} r 
(8) fer =f (p+ 4), 


à très-peu près. 

Cette dernière valeur montre que l'axe de la chape déviera 
très-peu de la direction verticale. 

Si, par exemple, on suppose 


f= ót; p=0",03, A= o" o, 
on trouve 
q = 0™,0039. 


On déduit aussi sans peine des équations précédentes 


(9) S OEE ES h 
ryi+f’—foe rNi+S —Sfp 
Cette valeur de P en fonction de la tension T nous sera utile 
dans la suite. 
Si l’on divise par Q les deux membres de l'équation (6), elle 
devient 


I O 

atA TA 30 
laquelle montre qu’il y a économie de force motrice à soù- 
lever, avec la poulie mobile, de grandes charges. On voit 
aussi qu'il est avantageux d'employer de petits tourillons. 

Pour donner une application numérique de la formule (2), 
supposons qu'avec une poulie en fonte de 10 kilogrammes et 
d’un rayon de 0",20 , on veuille soulever un poids de 20°% kil 
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grammes. Le rayon du tourillon étant supposé de 0",03, afin 
d’exagérer l'influence du frottement, on aura 

u=—10*, Q—200, 7r=—=0°,20, wmon os, S=50,18, 
et par suite la formule citée donnera 


P — 208¥ environ. 


Le frottement exige done une augmentation de force de 
8 kilogrammes. 


Ecrivons la formule (2) sous la forme 


A E ess, HP 
ryi +f’ — fo ryi +f — fe 
Effectuant la division dans les coefficients de Q et de w, et 


négligeant les termes du quatrième ordre par rapport à f, p, 
on trouve 





WEF ES gatt Je 2P, 
rVi+f— fe RO OANPER MR Ÿ 
par suite la valeur de P devient 
(10) P=Q+Źf(a +20), 


laquelle pourra ètre employée lorsque la charge ne sera pas 
trop considérable. | 
Avec les données de l'exemple précédent, la formule (10) 


donne 
P = 207" ,995. 


THÉORIE DU TREUIL. 


34. Faisons d’abord abstraction du frottement. 

Nommant R le rayon de la roue (fig. 64), r celui du cy- 
lindre, les moments des forces P et Q, par rapport à l'axe de 
rotation , devront être égaux , et l’on aura 


P r 


(1) PR=Qr, d'où Q “R; 


ce qui fait voir que, dans l'équilibre du tour, la puissance 
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est à la résistance , comme le rayon du cylindre est au rayon 
de la roue alors qu'on n’a pas égard au frottement. 

Tenons compte maintenant de cette dernière force. 

Soient w le poids du tour, p, p’ les rayons des tourillons, et 





N, N’ les pressions que ceux-ci exercent sur les coussinets 
aux points où se fait la rotation. (Pour l'intelligence de la 
démonstration nous avons représenté de chaque côté une sec- 
tion droite de chaque tourillon et coussinet, avec l'indication 
des forces correspondantes.) Chaque coussinet développera 
une réaction égale et contraire à la pression qu'il supporte, 
de sorte que le treuil sera sollicité par les forces ci-après : 

1°. La puissance P; 

2°, La résistance Q; 

3°. Le poids w de la machine; 

4°. La réaction N dirigée de M vers C; 

5°, Le frottement Nf agissant en sens inverse du mou- 
vement ; 

6°. La réaction normale N’; 


7°. La frottement N'f. 


Pour trouver les conditions d'équilibre de ces forces, me- 
nons par le centre O de la roue trois axes rectangulaires. 
Deux de ces axes Ox, Oz sont marqués sur la figure, le 
troisième, ou l'axe des y, est perpendiculaire à son plan. Or, 
puisqu'on a égard aux réactions exercées par les coussinets, le 
treuil peut être regardé comme étant entièrement libre; alors, 
pour l'équilibre, il faut et il suffit : 1° que la somme des com- 
posantes parallèles à chaque axe soit nulle; 2° que la somme 
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de leurs moments par rapport aux mêmes axes soit aussi 
nulle. Pour former les équations de l'équilibre, il faut d'abord 
décomposer les forces ci-dessus parallèlement à qe axe, 
et l’on formefa ainsi le tableau suivant : 


f COORDONNÉES 
COMPOSANTES. RS 
des points d'applications. 
{X=0o, r= 0A = Er, 
N Y=—Nsine, J = pepsino, 
Z = — N cos y. Zz = p COS Q. 
Aap, xz = — 0B = —’', 
N’ Y = — N'sin y’, y= p sing, 
Z = — N'cos y. z = p' cos g’. 
X=0, LÀ à 
NSIY=N/fces», J =psin?, 
(ze nd. z = p COS Q. 
MIT r= — f”, 
NS 4 Y = N'f cos »'. y = p' sin »', 
Z = — N'fsing’, z = p’ cosg 
X=o0, x= 0, ù 
P Y=0, y= R, 
4 =P Zz = o0. 
xXx=0, t= — 4, 
Q Y=o, Y =r, 
Z=Q z= o0 
4=0; z = — 0G = — u, 
5 0; F0, 
Z= ss Saa 


Maintenant si l'on substitue ces valeurs dans les équations 
(7) du n° 18, après les avoir mises sous la forme 
pane Zy = 0; IZ S0, 


(2) | 2(7Z—2Y)=0o, 


t# 


res 
(xY — 7X) — 


t4 
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on est conduit aux cinq équations 


3) N{sing— f cos g) = — N’ (sin # — f cos #’), 

) P+Q+o = N(cose + f sin o) + N’ (cosg + f'sin y), 
) PR—Qr=Nfp+ NF, 

) Nl (cosg + f sin g')— N/(cos 9 + f sine) = Qq +ou, 
) Nl(sine — f cos &) = N'l' (sin g' — f cos +’), 


entre les cinq inconnues P, N, N’, ọ, 0’. 

Remarquons d'abord que les équations (3) et (7) ne conte- 
nant que les réactions développées par les coussinets, sont in- 
dépendantes, dans leur forme, de la position des forces données, 
pourvu qu'elles soient verticales; de sorte qu'elles entreront 
dans les équations du mouvement uniforme du treuil, quel 
que soit le mode d'action des forces. 

La deuxième de ces équations fait voir que, suivant qu’on 
aura 

sin ọ — f cos ọ = 0, >o ou <0, 
on aura aussi . 


sing’ — f cos y = 0, >o o <o. 


Cela posé, si l’on divise membre à membre les deux équations 
citées, on trouve 


l=, 


ce qui est absurde; d’où il faut conclure que le mouvement 
uniforme du treuil, et généralement de toute roue à axe 
horizontal, sollicitée par des forces verticales, n’est possible 
qu'autant que 
sin g — f cos ọ = 0, 
ce qui donne 
sin @ — f cos > = 0, 
d'où l’on tire 
tang ọ = tang g ' =f et y=. 
Maintenant si l'on observe que i 


cos Q + f sin ọ = Vi+f?, 
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les équations ci-dessus deviennent 

tang 9 =f, 

P+Q+o=(N+N)yV1 +f’, 

(8) PR—Qr= Nfp+ N'fp, 
Came MERE 





lesquelles étant résolues donnent 
li PQ R+7)+Ro]—(Q7+mu) (RV 1 +f’ — Ae), 
URVI+— fr) + l(RVI+ ST Se) 


Q(R+r)+Ro|+( (Qq +ou)(Ry 1 +f’— md 
He. J+! (RVi +’ fr) 


qu) p= SVP UH HAQ) Up H +E ka e), 
IR yi +f’ — fp)+l(RVi+f— foe) 


Si l’on effectue la division, et qu’on néglige les termes du 


fo) NVi += 


(10) N'Vi+f° = 








quatrième ordre par rapport à f, p,p',on trouve la formule 


approchée 


n Alet) Q+ + EHS —e)(Q7+ mu) 
(12) P=Qg + T+ TIR : 


Si l’on y fait p' = p, ce qui est le cas le plus ordinaire de la 
pratique, elle se réduit à 


EFE EAN 


Dans l'hypothèse de p’ = p, la valeur exacte de P est 


(12 bis) pC VI+ +S tofe, 
RVi +f°—fe 


Nous venons de voir que le mouvement uniforme du treuil 
? e ? 
n’est possible qu'autant que 


r 


dam A 


Comme l'axe de la machine doit rester horizontal pendant le 
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Fig. 65. déplacement des deux 
| tourillons qui s'élèvent 
en Met M’ (fig. 65), on 
aura 

AP = A’P’. 


Mais 





À 
AP = OA (1 — cosẹ), et AP’ = O'A’ (1—cosg), 


par suite 
OA = 0' A’. 

Ce qui fait voir que le mouvement uuiforme d’une roue à 
axe horizontal sollicitée par des forces verticales , n’est rigou- 
reusement possible qu'autant que les deux tourillons tournent 
dans des coussinets de même rayon. 

Si dans l’équation (11) on néglige les termes affectés de fp, 


fo, elle se réduit à 
P r 


GR: 
de sorte que dans le treuil on peut négliger les frottements, 
toutes Les fois que la charge et le poids de la machine sont peu 
considérables. 
Pour donner une application numérique de la formule (1 2 bis) 
supposons 


R=1®,5, r—0",10, p—0",08, Q= 2000, w= 400, 


f= 0,13; 
et l’on trouve 


P = 136% ,306. 
En n’ayant pas égard au frottement, on obtient 
P = 133,33; 


le frottement n’a donc absorbé que 3“, 066 de force motrice, 
quoique nous ayons exagéré le rayon du tourillon. 
Ecrivons l'équation (12 bis) sous la forme 


P rVi+S + fp fo © 
3 = = Å — —— i m — : 
E a e a A 
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1 . P + . 
et l’on voit que la valeur de 5 se compose d’une partie cons- 
tanteetd'une partie variable avec Q.Or plus Q sera grand, plus 
| SA » E 
le second terme sera petit, par suite = s’approchera indéfini- 
Q 
ment de la limite fixe 


P PNV EEIE 
i R ORVI+P—fp 


qui sera sa valeur minima. 





D'où il résulte qu’ y a économie de force motrice à soule- 
ver avec le treuil de grandes charges. 

Si l’on compare le travail moteur au travail utile pour un 
tour entier du treuil, on aura 


Ta = 2r RP, TL=2srQ, 
d’où 


Remplaçant E par sa valeur tirée de l'équation (13) il vient 


(15) 


STULTA _— Ahipa) 
ri +f + fr tfi 


Fa 
Saiak I =— 
Tm 


aux quantités près du quatrième ordre par rapport à f, p; d'où 
T., 
Ta 
prochant indéfiniment de la limite supérieure 


il résulte que -> augmente à mesure que Q augmente, en s’ap- 


, Ta _ rRyi +f — fe FR + 
EN RE Res) 


4 


au même degré d'approximation que ci-dessus. 

Ainsi, non-seulement il y a économie de force motrice à 
soulever de grandes charges avec le treuil, mais encore le 
rendement est plus considérable. 

En introduisant dans la formule (15) les données de l'exemple 
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précédent , on trouve 


= = 0,08. 


Dans la même hypothèse, la formule (16) donne 


2 — 0 
T OU LE 

Les formules (9) et (10) peuvent servir à déterminer le tra- 
vail absorbé par les frottements sur les coussinets. Supposons, 
par exemple, qu'on veuille obtenir ce travail dans le cas de 
Q= o. Si l’on néglige dans les équations citées les termes 
du troisième ordre par rapport à f, o, p', il vient, en posant 
Teki. 


(17) ` Nf = =, 
(18) np= tre 


Les travaux, dus à ces frottements, seront, pour un tour entier 
de la roue , 


U — 
e = © sr 
À 
“r > ollt t) 
, = l rfe', 


et, en posant comme au n° 13, V — u =a, l+u =b, 


G= arf, 


© = se arfp. 
À 
wa 
À 
numéro, les valeurs de & et de &’ deviennent 


Remplaçant —; AA par leurs valeurs (5) et (6) du même 
6 = 2rfpP', C'=2r/fp"P; 


ajoutant ces équations membre à membre, et nommant T le 
travail total absorbé par le frottement dû au poids de la machine, 
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on trouve en définitive 
T = 2rf(P'p+Pp');, 


ce qui est la formule du n° 13; car ici, comme au numéro 
cité, chaque pression est multipliée par le rayon du tourillon 
correspondant. 

Le travail absorbé pendant un tour entier de la roue a pour 
valeur, en tenant compte de la charge, et au même degré d’ap- 
proximation que ci-dessus , 


_, el +p'l[QiR+r)+Ro]—R(p—p')(Qg+ou) 
CR e y  — 


En adoptant les données numériques des exemples précédents, 
et supposant de plus 

1=0",90, l—0",10, p’=0,06, a= 0",20, 
on trouve 


T = 138,097 kilogrammètres. 


Si la force P est destinée à empêcher le mouvement de s’accé- 
lérer, elle deviendra la résistance et Q la puissance ; il faut donc 
changer dans l'équation (12 bis) Pen Q, Q en P, et l'on aura, 
en résolvant ensuite l'équation résultante par rapport à P, 


me CENT EP —fp)=uft 
PNI+S + JS 
Si dans l’équation précédente on prend le rapport de P à Q, 


il vient 


(21) 


(20) 


PV fn, Jp. 
Cri Se VAASA 


Cette équation montre qu'il y a économie de force motrice à 


i : E i | 
mouvoir de petites charges, attendu que 0 diminue en même 


temps que Q. 
La moindre valeur de P répondra au cas où le second membre 
sera nul, ce qui donnera pour la charge, 


, D = i gg. 
(22) Q R Vi +f’ — fe 
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Donc, quand la charge du tour aura la valeur ci-dessus, le 
frottement seul suffira pour empécher le mouvement de s’accé- 
lérer. 

La formule citée montre que la charge à mouvoir sera d'au- 
tant plus grande que R sera plus petit, et que p et w seront 
plus grands. Donc si un treuil était uniquement destiné à 
descendre des fardeaux , il serait avantageux de donner à la 
roue un petit diamètre, d'employer de grands tourillons, et de 
donner beaucoup de poids à la machine. 

Si l'on supprime la roue du treuil, R deviendra le rayon du 
cylindre; et en même temps si dans la formule (22) on fait 


R=Ke, 
on aura 
ENERET S. | N, 
= B ET 


Si, par exemple, on suppose 
ms = 1000, K=2, f= 0,13, 
on trouve 
Q = 681,63 environ. 
De sorte que les frottements des tourillons du cylindre sur les 
coussinets suffiront pour entretenir le mouvement uniforme de 
la charge ci-dessus. 
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NEUVIÈME LECON. 


TRANSPORT DES CORPS SUR UN PLAN HORIZONTAL. 


FROTTEMENT DE ROULEMENT; SES CAUSES. 


39. Soient deux madriers AB, CD (fig. 66), parallèles et 
assujettis sur deux supports de même hauteur. Un rouleau EF 
Fig. 66. posé sur les deux madriers est 

chargé de deux poids égaux suspen- 
dus à l’extrémité d’un fil. Un se- 
cond fil enroulé sur le cylindre et 
portant un léger plateau est destiné 
à recevoir des poids. Le système 
étant en équilibre, on charge suc- 
cessivement le plateau de très-petits 





poids, jusqu’à produire un léger 
déplacement du rouleau ; à ce moment la résistance au rou- 
lement (ou le frottement de roulement) est sensiblement 
égale au poids du plateau et de sa charge. Coulomb a.trouvé 
de la sorte que le frottement de roulement est proportionnel 
à la charge des madriers et en raison inverse du diamètre du 
rouleau. Par conséquent, si l’on nomme F cette force, R le 
rayon du rouleau, on aura 

Q 
(1) ape 
4 est un coefficient qui dépend de la nature des surfaces frot- 
tantes. Ordinairement la résistance au roulement s'estime par 
une force horizontale, appliquée à la partie supérieure du 


rouleau. 
Les causes de la résistance au roulement sont faciles à sai- 
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sir. D'abord les aspérités des surfaces forment un premier 
obstacle; en second lieu, il se produit au contact un certain 
affaissement, qui oblige le rouleau à monter à chaque instant 
comme sur un petit plan incliné. 


TRANSPORT SUR DES ROULEAUX ; RAPPORT DES ESPACES PARCOURUS 
PAR LE MADRIER ET LE ROULEAU. 


Soit un madrier AB (fig. 67), posé sur-un rouleau MN et 
tiré par une force P, agissant suivant la tangente MB. Pour 
Fig. 67. produire le mouvement 
uniforme du cylindre, la 
force P devra évidemment 
être égale à la somme des 
résistances au roulement 
qui naissent en M et en N. Nommant p et p’ ces deux forces, 
P leur somme , on aura successivement 





Q , QQ 
Font Per TR 





en nommant Q la pression du madrier sur le rouleau, Q' et R 
le poids et.le rayon du rouleau ; p et u’ sont des coefficients 
qui dépendent : le premier de la nature du madrier et du rou- 
leau , le deuxième de la nature du rouleau et du sol. Ajoutant 
ces deux équations membre à membre, on en tire ’ 


| eQ) 
(2) dE dE. 


Les coefficients u et u’ se déterminent par l'expérience. 
L'espace parcouru par le madrier est double de celui par- 
couru par le rouleau. Supposons que le rouleau se soit avancé 
jusqu’en M'N’. Prenons MS = OO), et regardons d’abord le 
rouleau comme fixe. Cela étant, si lon tire le madrier jus- 
qu’à faire arriver le point S en M, le point M viendra occuper 
la position M’. Mais le rouleau étant mobile et s'étant trans- 
porté en M'N’, le point S est maintenant en M’. Donc pen- 


9 
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dant que le rouleau parcourra l’espace OO’, le point S du 
madrier décrira l’espace double SM’. C. Q. F. D. 

Ordinairement on emploie deux rouleaux au lieu d'un seul, 
sans quoi il faudrait soutenir le madrier horizontalement; 
mais le résultat est le mème. En effet, nommons T et T’ les 
tractions dues à la résistance de chaque rouleau, g et g’ les 
charges qu’ils supportent, on aura , en nommant toujours Q’ 
le poids d’un rouleau, 


r—#2+r (a+) 
2R 


, 


p ëT telO), 
2R | 


ajoutant ces deux égalités membre à membre et posant 


qg+g =Q, T+T'=P, 
il vient 


plte) 
2R 


ce qui est la formule ci-dessus , mais avec cette différence que 
Q désigne ici le poids du madrier, Q’ la somme des poids des 
rouleaux. 


FROTTEMENT SUR LES GALETS. 


Un galet est une petite roue sur laquelle on fait glisser soit 
une courroie, soit une tige, afin de diminuer le frottement. 
Soit donc une tige glissant sur le galet O (fig. 68) d'un 
Fig. 68. mouvement uniforme; il 

s'agit de déterminer la force 
P capable de vaincre les frot- 
tements qui naissent du mou- 
vement de la tige sur le galet, 





“et du glissement du tourillon 
y sur les coussinets. Pour cela, 
soit Q la pression que la tige exerce sur le galet; le frottement 
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qui en résulte aura pour valeur 


Soient Q’ le poids du galet et N la pression qu’il exerce sur 
le coussinet; cette pression produira : 1° une réaction égale et 
contraire sur le tourillon; 2° un frottement N f dirigé comme 
on l’a marqué sur la figure. Le galet sera donc soumis à l’ac- 
tion des forces P, — F, N, Nf. En ayant égard à toutes ces 
forces, on pourra le regarder comme libre; et l’on aura, en 
prenant le point O pour centre des moments, 


N f cos e — N sin ọ + =, 


(3) N cos ® + N f'sin » — (Q + Q') = 
Qe E 
( —2E) RNS =o, 


lesquelles serviront à déterminer les trois inconnues N, 9, P. 
Si Pon élève au carré les deux premières, après avoir fait 
passer les quantités connues au second membre , on trouve, 
en les ajoutant, 

(Q + F+ ps EN 
(4) h a e + 


Divisant ensuite les mêmes équations, on en tire 


I. 
SQT) +P SE 


Enfin , on déduit de la dernière, 


TER 1 AEE A d h dak S 
2R VR A+) — fo 
La valeur de P peut s'écrire sous la forme 


Qu, SeH) Jr + 
2R Fer | EU + 7) 


(5) ‘ tang 9 = 


(6) 


P= 
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Mais on a, à très-peu près, 





2,2 4 I 2 
(: n RE i T= pe EP 
RVi tf’ RYES 
par suite la valeur de P devient , en négligeant les termes du 


quatrième ordre par rapport à fet p, 


Qr, rta 


(7) P= 
2R RVi + f° 
On a ensuite, au même degré d'approximation;, 
+ 
(8) CT, 
NET 


et enfin, aux termes près du deuxième ordre par rapport aux 
mêmes quantités , 
tang ọ = 
Si, par exemple, f = 0,13, 
lp = 7 a425". 

Si la tige glisse sur plusieurs galets, et qu'on nomme g et 
g' les pressions qu'elle exerce respectivement sur chacun, p 
et p', etc., les forces horizontales nécessaires pour vaincre les 


frottements, on aura 


VR'( I (+) ppt 
y gd +Q) fo 
jiz TP + (4' 1 Q ). n 
an: VREER AFE 
Ajoutant ces égalités membre à membre et nommant P la trac- 
tion totale, Q le poids de la tige supposée soutenue par les 


galets dans toutes ses positions, il vient 


pa + - (9er 


MT +f) fe . 
ce qui est la même formule que ci-dessus, mais avec cette 
différence que Q désigne ici le poids de la tige, Q’ la somme 


des poids des galets. 
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Si l’on remarque maintenant que la tige doit toujours demeu- 

rer horizontale en s'appuyant sur tous les galets, l'angle ọ sera 

le mème pour chacun, et l'équation (5) deviendra, en chassant 
les dénominateurs, et l’appliquant à chaque galet, 





ang efg +o -s (p- 4) |= +0) +r LE; 


tango +0 o—/(r -TE rt + @ +0 — LE 


RER r a a a S a E E E a E a E E E E E r E E E E r r ar 


Ajoutant ces équations membre à membre et résolvant par rap- 
port à tang +, on retrouve l'équation (5), dans laquelle Q est 
maintenant le poids de la tige, Q’ la somme des poids des 
galets. Quant à la valeur de N, elle peut évidemment varier 
d'un galet à l’autre. 


è hé ) 
Si de la valeur de tango on élimine P — CE, on trouve 


2R 
S HoE 7 - F 
y ? I *] _— 2 a? 


SITE) EN je 
DU TRANSPORT HORIZONTAL A L'AIDE DES VOITURES. 


36. Soient Q la charge de la voiture, y compris son poids, et 
Q’ celle d’un contre-poids placé dans le voisinage des brancards 


Fig. Go. destiné à maintenir le sys- 
` E G. 
s= N (eos p + fsinp). tème dans une position ho- 
Le _ rizontale. N étant la pression 
TN i o r 
e Eas EAN normale au poini D où se 
] IA FA À | TP 3 + . . ` 
kr | H \ |] fait la rotation, il naitra de 
' PT. i \ : 
ae VAN. :- 1 cette pression un double frot- 
A tement N f qui pour l'essieu 


agira de D vers E, pour la 
roue de D vers B. La réac- 
tion de la roue sur l'essieu 
sera dirigée de D vers O, 
tandis que la pression de l'essieu sur la roue agira de D vers 
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C. Cela posé, les forces qui sollicitent l’essieu sont : 
P, Q, Q, Net NZ 

Pour l'équilibre, et par conséquent pour le mouvement uni- 
forme, il faut que la somme des composantes de ces forces paral- 
lles à chacun des axes Ox, Oy soit nulle, et que la somme 
de leurs moments relatifs à l'axe de l'essieu soit aussi nulle. 
Nommant p le rayon de l'essieu, A la distance OO’, on aura les 
trois équations - 
P = Nf cosy — N sin ọ, 
Q + Q'=Nfsing +N cosg, 
P (p+ A cosg) — Q (q — â sing) + Q’ (q' + Asing) + Nfp = 0. 

Remarquons, avant d'aller plus loin, que pour vaincre la 
résistance au roulement, il faudrait ques en F, etsuivant 


u N° 
FG, une force S = Ë RE? N° étant, la pression siocniale au sol 


exercée par la roue. Mais les forces qui sollicitent la roue sont 
N et Nf; donc on aura 
(1) N’ = N cosy + N f sin ọ: 
par suite la force nécessaire pour vaincre le frottement de rou- 
lement sera 
(2) S= ËS (cosg + f'sin 8). 

En appliquant la force S suivant le prolongement de FG, on 
pourra faire abstraction de la résistance au roulement, etcomme 
les forces N, N f, S tendent à faire tourner la roue autour du 


point S, la somme de leurs moments, par rapport à ce point, 
devra être nulle, ce qui donne 


S.2R+N.MC—N/S.MB— 0. 
Mais 
gaski f + fsing), 
R ? u 


MC=Rsin»#, 
MB =Rcosọ —p — ô; 


par suite, l'équation ci-dessus devient 


R sin — f (R cosy — p — A) + u (cos y + fsin g) = o. 
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Si l’on observe maintenant que l’on a, en vertn de léqui- 

libre des forces Q et Q’, . 
Q (g — Asing) = Q' (q' + Asing), 

l'équilibre du système sera exprimé par les quatre équations - 
P = Nf cosy — N sin ọ, ' 
Q +Q’ =N fsin ọ + Ncoso, 
P (p + å coso) +Nfp=o, 
R sin ọ + p (cos 9 +.fsin 9) =f (R cosy — p — å), 


(3) 


lesquelles servirontà déterminer lesquatre inconnues ọ, P, N, p. 
Si dans la dernière des équations (3) on néglige le terme du 
troisième ordre par rapport à u, f, ọ qui sont de petites quan- 
tités, il vient 
R sing + u coso = fR cos y — f (p + A). 
Divisant par cos, on trouve 


fleta), 


t = — 
R tang ọ + p= fR «05e 


Remplaçant cos ọ par sa valeur, 
I 


COS p = -e 
Vi + lang’ 
l'équation précédente prend la forme 

R tang ọ + p =f R — f (p + 4) y1 + tang’ y. 
Mais aux quantités près du quatrième ordre par rapport à 
tang ọ, on a 

yı + tang’ ọ = I + = tang’ ġ; 

donc - 

R tang ọ + y =f R — f (p + A) ( +t range ). 
Négligeant le terme du quatrième ordre par rapport aux quan- 
tités f, p + À, tango, on trouve 

Rtangg+u—=/fR—f(s+a), 
d'où l’on tire 


(4) tango = EC, 
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Cette équation fait voir que suivant qu'on aura 
p + p 
— ou — 3 
EE EN a erer 

le point où se fait la rotation sera situé du côté opposé ou dans 
la direction du mouvement., Le premier cas a lieu sur les che- 
mins de fer, le deuxième sur les routes ordinaires. 


Pour déterminer P, divisons membre à membre les deux 
premières équations, on obtient ainsi 


P __ fcosę—sing 
Q+Q'" fsing + cosy 
Divisant numérateur et dénominateur par cos, il vient 


P _f—tange 
Q+Q  ftange+i 


Remplacant tang ọ par sa yaleur précédente, on trouve 


P u+ (p+ a) 
Q+Q R+S(R/—p) f tA) 


Effectuant la division, et négligeant les termes du troisième 
ordre par rapport aux quantités u, f, p + À, on obtient 





d'où l'on tre 





= n [e atA 
p= +0) (E r J 
et}plus simplement 
(5) e= (k +). A 


en nommant Q la charge totale. 

On ne calcule pas les autres inconnues qui offrent un inté- 
rèt moindre. On voit que, pour une même charge, P sera 
d’autani plus petit que le rayon R de la roue sera plus grand, 
et que le rayon p + A de la boite sera moindre; quant au coef- 
ficient x, il dépend de l’état de la voie. Il dépend aussi de la 


largeur des bandes de la roue, car en a reconnu que cette largeur 





TRANSPORT DES CORPS SUR UN PLAN HORIZONTAL. 137 
doit être dans un certain rapport avec la charge à transporter, 
afin d'éviter une trop grande dépression du sol. 

VOITURES A QUATRE ROUES. 


Supposons que R, p et A se rapportent à la grande roue, et 
nommons R’, p', A’ des quantités analogues relatives à la petite 
roue, Si l’on nomme p, p' les tractions horizontales nécessaires 
pour vaincre les frottements de chaque système de roues, g, q’ 
les charges qu’elles supportent, on aura 


= -+ A j F f BE 4! 
p=a ($ +R): P =q Fr der } 
ct en ajoutant ces équations membre à membre 





+ à ae à" 
(6) p= (bas) + (se HE ) 
Son — ‘ Q, la valeur de P devient 


a rateh(res)e(+ ts) 


Si l’on a R = R’, p = p', A = À’, comme cela a lieu pour les 
wagons, la formule précédente se transforme dans la formule 
(5) qui convient ainsi aux voitures à deux roues, et aux 
wagons des chemins de fer. 


VOITURES A SIX ROUES. 


Pour une voiture à six roues, entre lesquelles la charge serait 
également répartie, on aurait de même 





gaty 
i # OS ES z +) 
(8) P= > t ! " 1 | L 
Pate pe 
"a R’ R” 
et ainsi de suite. 


s TIRAGE DUNE LOCOMOTIVE. 


Soit L le poids de la locomotive que nous supposerons 


avoir six roues, deux grandes et quatre petites; soient aussi 
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gy Q, Q’, ..., Q” les poids des wagons y compris leur charge. 


ji Fig. 70. 








Nommant P l'effort parallèle aux rails développé par la ma- 
chine, T, T’, ..., T” les tensions des chaînes qui lient un wagon 
| à un autre, on aura successivement , en vertu des formules (8) 
et (5) : 

Pour la locomotive, et en faisant abstraction du frotte- 
HH ment développé sur le bouton de la manivelle : 











iif I EEA p' -+ 4’ PE no | 

| P=- A — j à 
| 3 [e(i+ R w)+/ T R’ R7 à 
f Pour les wagons, successivement 

ILEA 

1E p pı + À, ` 

$ + = moana T 

l: | o (Eese), 





PA nn" Ve pi + À: ’ 
=Q (E+r a | 


Ajoutant ces égalités membre à membre , et nommant V la 
somme des poids des wagons , on trouve 





ee (Es pA ETE 


+v(# + ent (*). 





J (*) Comme les essieux d’une locomotive ne portent pas généralement la mème 
charge, il serait plus exact de remplacer le premier terme de la formule (9) par 





celui-ci : ` 
j p+ A y p'+ A' p" + â" P) 
9 ($ +1) na : (E+ R +q" aa kan a R” ? 
dans lequel 4, q', 4” sont les charges respectives des essieux. 
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À la valeur précédente de P il faut encore joindre la résis- 
tance de l'air contre le train , laquelle a pour valeur 


(10) | E = akv. 


Dans cette formule a est l'aire du piston de la machine, v la 
vitesse de celui-ci par minute estimée en mètres, k un coef- 
cient constant, lequel, d’après M. de Pambour, a pour valeur, 
relativement à un train de surface moyenne, | 


K = 0,2897. 


Quant aux valeurs de f et de p qui entrent dans les for- 
mules précédentes , elles seront données, celles de f par les 
tables des pages 109 et 110, celles de p par le tableau suivant : 


Valeurs du coefficient u du frottement de roulement. 


NATURE DE LA VOIE SUPPOSEE HORIZONTALE. VALEURS DE 4, 


Roues de voitures garnies de bandes de fer, cheminant sur 

une chaussée, en sable et cailloutis nouveaux 0,1268 
ld., en empierrement à l'état ordinaire sé 0,0828 
id., en parfait état... .....nunnunuuaananrasnnassrrsrrsn> 0,0300 


FN E D T P E 0,0370 
id., en pavé bien entretenu l 037 


au trot 0,0476 
id.. en planches de chène brutes..,.................... 0,0204 
Roues en fonte, sur rails, en bois, saillants et rectilignes 

( Gerstner ) 0,0046 
Id., sur ornières plates en fer kaaas 0,0070 
ld., sur ornières saillantes, avec ordinaire ......,.... 0,0024 

alimentation de graisse continue 0,0020 
Rouleau d'orme sur pavé uni ( Regnier). . Te 0,0148 
ld., sur chêne, parfaitement dressé (Coulomb})......... 0,0032 
ld., sur gaïac ( Coulomb). . 5. déserte scorstesess 0,0020 
Rouleau de fonte sur granit uni. ......,...,...,..,..... 0,0020 


Ce tableau est extrait de l'ouvrage de M. Poncelet intitulé : Introduction 
à la Mécanique industrielle, physique ou expérimentale, 2° èdit., p. 246. 
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BROUETTE. 

Soit F l’eflort vertical que développe le moteur pour faire 
équilibre à la charge Q de la brouette, en y comprenant son 
poids; les forces F et Q agissant sur un levier dont le point 
d'appui est sous la roue, on aura, pour l'équilibre, 


Fp= Qq, d'où F=Qf 


Remarquons maintenant que la pression qui s'exerce sur la 
roue a pour valeur 


e-r=e(s{) 


donc l'effort horizontal de traction sera 


CES 


Quant à l'effort total développé par le moteur, il sera donné 
par la formule 


, a t [I(E PH 
cu) s=ey 5+: A (R PR ) 


Si lon veut que l'effort S soit un minimum, il suffira de 


* L] q > 
déterminer À par la relation 
Pi 
R , 
(12) T TEER, toa EEN e E E 


d'où l’on tire, à très-peu près, 


q_{(# pra 
03). 1=(£+rte) 





Si l'on prend, par exemple, 
R—o0®,20, 5+4—0",03, u—0,1208, f —0,30, 


on trouve 


TRANSPORT DES CORPS SUR UN PLAN HORIZONTAL. 141 


TABLE DES RAPPORTS DE LA TRACTION À LA CHARGE OBTENUS 
PAR L'EXPÉRIENCE. 


Sur les routes ordinaires, bien entretenues, le chargement 
est généralement de 1000 kilogrammes par cheval, non com- 
pris le poids de la voiture, qu'on estime au tiers ou au quart 
environ de la charge. Le tableau ci-après contient quelques- 
uns des résultats auxquels on a été conduit. Mais il ne faut les 
considérer que comme des à peu près pouvant guider dans 
l'usage des voitures. 





+1 
RAPPORT 


du tirage 
à la charge totale. 


Terrain naturel, argileux, non battu, mais sec...., 0,250 
| Terrain naturel, non battu, siliceux et crayeux..... 0,169 
| Terrain ferme, battu et très-uni. 0,00 
Chaussée en sable ou cailloutis nouvellement placés. ..,... 0,129 
Chaussée en empierrement à l’état d'entretien ordinaire... 0,080 
Chaussée en empierrement parfaitement entretenue et rou- 





0,033 

Chaussée pavée à la manière ordi- | us 0,030 

paire, voiture suspendue..... lau grand trot. ..... 0,070 

| Chaussée pavée en carreaux de grès au pas 0,025 

bien entretenue. s.s.s... au grand trot 0,060 

Chaussée en nada de chène non rabotés. ie 0,022 
Chemin à ornières plates, en fonte ou en dalles très- 

dures se 0,010 

Chemin de fer à ornières saillantes et en bon état 0,007 

Chemin de fer, les essieux étant continuellement huilés... 0,005 


Ce tableau est extrait de l'ouvrage de M. Poncelet intitulé: Introduction 
la Mécanique industrielle, physique ou expérimentale, 2" édit., p. 246. 








On peut remarquer que le tirage est moindre quand les 
chevaux qui mènent une voiture vont au pas. Cela tient à ce 
que, dans le trot , les roues viennent heurter à chaque instant 


les inégalités du sol, et de ces chocs résultent des pertes de 


142 NEUVIÈME LEÇON. 


travail, ainsi que nous l'avons expliqué dans le n° 17 de la 
IV: leçon. 

Quand une voiture gravit une pente peu rapide, la pression 
normale est à peu près la même que sur un plan horizontal ; 
le frottement est donc aussi à très-peu près le même : mais ici 
la force motrice doit vaincre encore la composante de la charge 
parallèle à la rampe; il faudra donc augmenter de cette compo- 
sante la traction calculée comme il a été dit ci-dessus. Si la 
rampe était très-raide, il faudrait dans les formules (5) et (8) 
remplacer Q par la composante de la charge normale à la voie, 
puis augmenter P de la composante parallèle. 


DE LA RAIDEUR DES CORDES. 


37. Lorsqu'une force P (fig. 71) fait monter un poids Q à 
l’aide d'une poulie, on remarque que du côté où la corde s'en- 
Fig. 71. roule, elle s'écarte sensiblement de la pou- 

lie, tandis que du côté de la force mou- 
vante, cet écartement est insensible; il 
suit de là qu’une portion de la force résis- 
tante agit pour ployer la corde. Cet écart 
de la corde augmentant le bras de levier 
de la résistance, exige une augmentation 





de force motrice. En effet, si l'on nomme 
r le rayon de la poulie, augmenté du 
rayon de la corde, et qu’on fasse abstraction des frottements, 


on aura pour l'équilibre, 
Pr=Q(r + dr) i 


en nommant dr l'augmentation du bras du levier de la résis- 


tance; de là on tire 


[l résulte des expériences de Coulomb que pour tenir compte 
de la raideur de la corde, il faut augmenter le moment de la 
résistance, pris par rapport au centre de la poulie à très- 
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peu près de la quantité 
(1) («+ BQ), 


dans laquelle ra la même signification que ci-dessus. 


Quant aux valeurs des æ et f, elles seront prises dans le 
tableau suivant : 


VALEURS DE œ. VALEURS DE Á. 


Cordes blanches de 0",020 de diamètre 0,222 0,0097 
» 0,014 » 0 ,064 0,0055 

» 0,009 ə 0,011 0 ,0024 

Cordes goudronnées de 30 fils de carret 0,350 0,0126 
» 15 » 0,106 0,006! 

à 6 » 0,021 0,0026 


S'il s'agissait d'une corde blanche dont le diamètre d, ne 
fût pas dans la Table , on y prendrait les valeurs de æ et de ĝ 
relatives au diamètre 4 qui s'approche le plus de d,, et Pon 
calculerait la correction (1) que l'on multiplierait ensuite 
par 


d . : . 
s3 si la corde est mince et flexible , 


2 
(3) » si la corde est grosse et neuve, 


d\\i . nE 

(S) ssi la corde est ordinaire. 
S'il s'agissait d'une corde goudronnée dont le nombre z, des 
fils de carret ne fût pas dans la Table, on y prendrait les va- 
leurs de æ et Ê pour le nombre n qui s'approche le plus de »,, 


. l CL] li . l z . ni ra z 
ensuite on multiplierait la correction (1) par —: Telles sont 
n 


les règles pratiques données par Coulomb. 
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DES MOUFLES ET DE LA VIS. 





£ PS < 
~ + 12 
Dhs 2, 1 


ut ns 


ÉQUILIBRE D'UN SYSTÈME DE POULIES. 


38. Soit proposé de soulever un poids Q avec un système de 

A poulies tel que celui de la fig. 72. La première poulie du 

Fig. 72. système est fixe, toutes les autres sont 
mobiles. Soient S, S/, S”,... les tensions 
des cordons attachés aux chapes; & étant 
le poids d’une poulie, w’ le poids d’une 

` chape (les poulies sont sùpposées égales), 
on aura successivement (33), en faisant 
abstraction du frottement, 


I 
S =- (S +0 +0’), 


1 
S'—-(S"+ x +’), 


s 





RE: ; 

S= (Q +e’), 

eg et ainsi de suite, s'il y avait un plus grand nombre de poulies. 

. . 5 h ’ . I Š pu 
Multipliant la deuxième de ces équations par z> la troisième 
" I uni 

si par —> etc., puis ajoutant, on trouve, en nommant » le nombre 

Cu 2 


des poulies mobiles, 


Faisant la somme des termes de la progression, et remplacant 
prog ; C 
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S par P qui lui est égal, on obtient enfin 


(1) pady EEE, 


Si, par exemple, 
Q = 1000, r=5;, o= 4, o'=1i, 


on obtient 


P = 36* ,093. 


Ayons égard maintenant au frottement. 
Nous avons d’abord, par la théorie de la poulie mobile, et 
en mettant en évidence le poids w’ de la chape, 


EE bel JR LE 
AE (a)ri =) "+: : 


Posant, pour abréger, 





a; (+ i) 

FN er 

Bi (+ )o +5, 
2 rVi+ f’ 2 


l'équation (2) devient 
S = AS'+ B. 


On aura de même pour la deuxième poulie mobile 


S'= AS”+ B, 
pour la troisième 
S”"= AQ + B, 
et ainsi de suite. 
Multipliant la deuxième de ces équations par À , la troisième 
par A?..., on aura, en les ajoutant et supposant que le 
nombre des poulies mobiles soit n, 


S = A"Q +B(I1+ A+ A'+...+ A"); 
et, en faisant la somme des termes de la progression , 


1 — À" 
1— À 





S — A"Q +B 
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Remplaçant À et B par leurs valeurs, celle de S devient 


fo i 
S=< {rt ——— 
aN +7) 


E mn E Cr) 
I 7) er 











2 


Remarquons maintenant que l’on a 


1 si 
-——— = (I + f’)? 
NET (UE) 

Développant le second membre par la formule du binôme , et 


négligeant les termes du quatrième ordre, par rapport à f, on 
a d’abord 





I I 
T 


Négligeant encore les termes du quatrième ordre par rapport à 
f, p on trouve 


se A e E 


ae CI 





. Ed kj + . 
Mais, au même degré d’approximation, 


á saft -tij aen, 


2 2" ? 


à laide de ces valeurs, celle de S devient 


S (E 


r 2" 


Développant le deuxième terme, et négligeant les termes du 
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quatrième ordre par rapport à f, p, on trouve 


| AA LA ~] 


2° — n — 
| sgm 


(3) 


(5 a+ o'l 


Reprenons la formule (10) du n° 33 relative à la poulie fixe; 
en vertu de cette formule, on a 


(4) p= (1 + aff) s+ 276, 


r 


substituant la valeur de S dans (4), il vient 


P=S |: +a +a] 


2" 


+2 [+0 (+4 )+ m Ze] 


+ [e+ 2E ea); 





2 


ae, 


et en ordonnant par rapport à — 





\ — (u+ a") 
[anje 


Si dans cette formule on fait f= 0, on retrouve la formule (1). 
, P i 
En prenant le rapport de P à Q, on reconnaît que sera d'au- 
Q 
tant plus petit que Q sera plus grand; d'où il suit qu'ici encore 
ily a économie de force motrice à soulever de grandes charges. 
Si Pon suppose 


Q = 1000, n=, o= 4f, s =n, 
r= 0o™,20, p= 0,03, f= 0,13, 
on trouve 
P = 40,723. 
En comparant ce résultat avec celui déjà obtenu au commen- 


10. 


148 DIXIÈME LEÇON. 


cement de ce numéro, on reconnaît que les frottements des six 
poulies ont absorbé 4*, 274 de force motrice. 


RAPPORT DES CHEMINS PARCOURUS PAR LA PUISSANCE ET LA RÉSISTANCE. 


Considéronsd’abord une poulie mobile. Si le poids Q (fig. 73) 

Fig. 73. s'élève d’une certaine quantité, le centre 
de la poulie s’élévera de la même quantité; 
les points de contact À et B parcourront 
aussi l’espace q, et viendront respective- 
ment en À’ et B’. Considérant le point A’ 
comme fixe dans l’espace, il passera donc 
à travers ce point une quantité de corde 
égale à AA' + BB' = 2q. Donc, si l’on 
nomme p le chemin décrit par le point 
d'application de la puissance , on aura 





= — 2. 


q 


Revenons maintenant à notre système de poulies, On a 


d'abord, pour la poulie fixe, 


P= 1; 


puis successivement, pour les poulies mobiles, 


Multipliant ces équations membre à membre, et supprimant 
les facteurs communs, il vient, en supposant que le nombre 
des poulies mobiles soit égal à 7, 


(6) | D: 
RAPPORT DU TRAVAIL UTILE AU TRAVAIL MOTEUR. 


Le travail utile a pour valeur 


Ta = Q VE 
et le travail moteur 
Ty = P p. 
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De là on déduit 


Remplaçant spar sa valeur tirée de l'équation (6), il vient 


T, Q 
3 


I 
Te 
Mais l'équation (5) donne 


2" p f 
—= 1 +(2- 


Q 
| 


Q 





Si on l'écrit sous la forme 


a N 2, 





Q 
TmT Qa. 
et qu'on observe que = 5? il vient 
T, = I 
Tn 1+K+K' a 


Maintenant, si dans les valeurs de K et de-K* on supprime les 
termes divisés par Q, le rapport ci-dessus prendra sa valeur 
maxima, et l’on aura | 


JP 


r 


” 14(r+2) 


en effectuant la division et négligeant les termes du quatrième 
ordre par rapport à f, p. 
Si, par exemple, on suppose 
n= 5, f=0,13, p= 0,03, r=0,20, 
on trouve, pour la valeur maxima du rendement, 


T ; 
— = 0,864 environ. 
Ta 
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e | T 
Effectuant la division dans la valeur générale de T? et ne con- 


servant que les termes du deuxième ordre par rapport à f, p, K, 
on trouve d'abord 


Tų So 
mn 2 1 * 
M. — K P 


remettant pour K et K’ leurs valeurs, on obtient ensuite 








(8) T= pa ne + (2 — 3} a] 


EEE HAS) ere neta], 
Q 


Si l’on néglige la deuxième partie du dernier terme, qui est 
en général très-petite, on a simplement 





Te A m+ o , yla +o NS fe 
9} =o") Q + (2 —1) (=) —— (re +). 


Si, par exemple, 


r=0",20, p—0,03, f—0,13, 


Q = 1000", tsk vVar Aa 


on trouve, pour le rendement , 


k 


I7 0,733. 


Ce rendement est donc environ de 73 pour 100. 


ÉQUILIBRE D'UNE MOUFLE. 


39. Une moufle consiste en un système de poulies assem- 
blées sur la méme chape, et tournant sur des axes différents, 
ou sur le méme axe (fig. 74 et 75). 
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Considérons par exemple la moufle ( fig. 74) et soient S, S’, 

Fig. 74. Fig. 75. T,T',u,u/, les ten- 
sions des cordes. Si 
l’on fait une section 
xy, il est clair qu'on 
ne pourra soutenir 
la moufle inférieure, 
qu’en appliquant les 
forces ci-dessus aux 
cordes qui vont s'en- 
rouler sur les poulies 
de la moufle mobile; 
donc, en nommant Q 
la charge, y compris 
le poids de la chape 
et des poulies qu'elle 





porte, on aura 
(1) S+S'+T+T +u+u —=Q. 
Mais, si Fon n'a pas égard au frottement, 
| PSS TTE 
donc l'équation précédente devient, en nommant n le nombre 
des poulies, 
| nP=Q, d'où ps. 

Ainsi la puissance est égale à la résistance divisée par le 

nombre des poulies. 


Ayons égard maintenant au frottement. 
Si l’on pose, pour aiii 
rVI+RP +S A EE an À À 
ETES 27 p 
PRÀ À 
r Vi+f 1 +f: E 


les équations (2) et (9) du n° 33, relatives à la poulie fixe et à 
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la poulie mobile, donnent respectivement (fig. 74), en suppo- 


. ° P 
sant toutes les poulies de même poids, et le rapport - constant, 


"= P=AS+B, 
S = AS’ — B, 
S’ = AT +B, 
T = AT’ — B, 
+ (2) { T'=Au+B, 
u = Au — B, 


auxquelles nous joindrons l'identité 
u=". 

Ces six équations combinées avec l'équation (1) serviront à 
déterminer les sept inconnues P, S, S’, T, T’, u, u’. En les 
ajoutant membre à membre, on en tire 

| P+Q—AQ +, 
d’où 
(3) u! = P +Q — AQ. 
Multiplions maintenant la deuxième des équations (2) par A, 
la troisième par A°, etc., on obtient ainsi 


P= AS +B, 

AS = A? S' — AB, 

AS’ = A'T + A’B, 

A? T = At T’ — A’ B, 

A' T — At u + A'B, 

A5 u = Af u — A’ B. 

Ajoutant ces équations membre à membre, et nommant tou- 

jours n le nombre des poulies, il vient 


P= A'u + B(1— A+ A?— A+ At— A5... ,— A"). 


Mais les termes entre parenthèses forment une progression 
géométrique dont la raison est — À , et qui est composée de 
nm termes, on aura donc E 

A" —ı 


1I — ÀA + A?.... — AM S — 
l A ker 
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par suile la valeur de P devient 


Ar 


P = A" w __- 





Remplaçant U’ par sa valeur (3), on trouve 


A"(A — 1) B 
A" — I bi e a 


(4) P= 





Remarquons maintenant que si l’on néglige les termes du 
quatrième ordre, par rapport à f, p, on a, ainsi q nous 
l'avons vu précédemment, 


d'où l’on tire au mème degré d’approximation, 





= i+ane, B —! SP, 
A +1 2 r 
et ensuite 
PEON À À 
P 

ESEE i A 

P 
A” — 1 r r 


Substituant ces diverses valeurs dans l'équation (4), on est 
conduit à la formule très-simple 


(5) p=(i+ aft) Q+i/t, 


ou, ce qui est la même chose, 
(6) p= + IAE (0 + 4 Q): 


et si l’on met en évidence le poids w ++ nw de la chape, on 


trouve 
(7) p= 20 -no + {8 


US pt EL ses | 
do ner {(22+1)5+40 +4Q|. 
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Ici , comme dans tous les autres cas, il y æ économie de fore 
motrice à soulever de grandes charges. On voit aussi qu'il es 


avantageux d'employer de petits tourillons et des poulie 
d'un grand rayon. 


RAPPORT DES CHEMINS PARCOURUS PAR LA PUISSANCE ET LA RÉSISTANCE. 

Si le poids Q s'élève d’une quantité quelconque gq; les dia 
mètres horizontaux de chaque poulie d 
s’élèveront de la même quantité; par conséquent, les 7 fils qu 
soutiennent la moufle mobile se raccourciront de la mêm 


quantité g; il passera donc à travers le point fixe A un 
quantité p de corde égale à ng, et l’on aura 


e la chape mobil 


P = nq. 
RAPPORT DU TRAVAIL UTILE AU TRAVAIL MOTEUR. 


Le travail utile et le travail moteur ont pour valeurs respec: 


tivement 
T= Qq, 
Ta = Pp; 
prenant le rapport, 
Ta _1Q 
Ty RP 
Mais on tire de l'équation (7) | 
P._ 1.285420 ifo 5 _ 4o | 
A+ ———"+# /0©0}],, =- aje — 3 
Coar 0 ee [ us Q +4}; 


chassant le dénominateur n , il vient 


TI. RE 








be — © + nr 2 


oe I P| çan 
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En supprimant au dénominateur le terme affecté de Q , on aura 
la valeur maxima du rendement , savoir 


T, 1 


(9) FT = 
La 1+2 i+ant 


Si l'on fait la division , et qu’on néglige des termes très-petits, 
les deux formules ci-dessus deviennent 


(10) p= Hi, z E 2 = +4) 


(11) | Titan 


Si, par exemple, 
1-0; Jeo pmo; r—=6,20, 


g = Át, a= 30, Q= 1000, 
les formules (10) et (11) donnent respectivement 


t 


a To 
la première T = 0,714, 


la deuxième LL 766. à 
Ta 

La moufle proposée a donc un rendement maximum d'en- 
viron 76 pour 100. 

Si l’on compare la formule (7) du n° 38 avec la formule (11) 
du n° 39, on reconnaît que si le nombre des poulies mobiles du 
premier système est le même que le nombre total des poulies 
de la moufle, le premier système est plus avantageux que le 
second, pourvu que le nombre des poulies surpasse deux. 


DÉFINITION DE L'HÉLICE. 


40. Soit un cylindre ABCD (fig. 76). Prenons AA’ égale à 


la circonférence de la base, puis construisons le rectangle 
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A A’CC'; ce rectangle ne sera autre chose que la surface con- 
vexe du cylindre déve- 
loppée fsur le plan de la 
figure. Partageons main- 
tenant la hauteur AC en 
plusieurs parties égales; 
par les points de division 
E, F,..., menons des 
parallèles à AA’; puis ti- 
rons les diagonales AF’, 
EF’, FC’, etc. Cela fait, 
si nous enroulons le rectangle ainsi préparé sur le cylindre, 
le côté AA’ s'enroulera sur la circonférence de la base, et le 





point A’ après l’enroulement viendra se placer en A; de 
même E’ viendra en E, et ainsi de suite. Quant aux diago- 
nales, elles traceront sur le cylindre une courbe continue qui 
porte le nom d’hélice. La portion de cette courbe due àl'en- 
roulement d'une diagonale se nomme spire. Plus généralement, 
une spire est un arc d'hélice qui, partant d’un point d'une 
génératrice , vient se terminer à la méme génératrice, après 
avoir décrit une révolution entière. 

On nomme aussi pas de l'hélice, la distance qui sépare les 
deux extrémités d'une spire. L’hélice a pour propriété carac- 
téristique d’avoir toutes ses tangentes également inclinées sur 
le plan de la base du cylindre. En effet, on peut concevoir le 
rectangle comme étant décomposé en une infinité de tranches 
infiniment minces, parallèles à l’axe du cylindre : alors 
chaque petit rectangle venant se placer tout d’une pièce sur le 
cylindre, tout arc d'hélice mn qu’il renferme conservera sur 
le cylindre, par rapport aux génératrices, la même inclinai- 
son que sur le rectangle, et comme sur le rectangle cette in- 
clinaison est constante, elle le sera aussi sur le cylindre : mais 
cet élément prolongé devient, sur le cylindre, la tangente à 
l’hélice ; donc la tangente en un point quelconque de lhé- 
lice fait le méme angle avec les génératrices, et par consé- 
quent avec le plan de la base du cylindre. 
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Si l'on nomme iż cette inclinaison, A le pas de l’hélice, le 
triangle rectangle AA'E donnera 
A'E’ ou Å= AA tangi. f 
Mais AA’ = 27r, en nommant r le rayon du cylindre; donc 
(1) h = 27r tangi, 


d'où 





tang i= 
8 2rr 


DÉFINITION DE LA VIS. 


Ayant tracé une hélice sur un cylindre, prenons une figure 
plane quelconque; faisons coïncider l’un de ses côtés avec une 
génératrice, en dirigeant son plan vers l'axe; puis faisons 
mouvoir cette figure sur l’hélice de manière que le même 
point s'appuie constamment sur la courbe : dans ce mouve- 
ment, la figure mobile engendrera sur le cylindre le filet de la 
vis, qui est l’ensemble de ce filet et du cylindre. 

La vis est à filet triangulaire ou à filet carré, suivant que 
la figure génératrice est un triangle ou un carré. Le pas de la 
vis est le pas de l’hélice directrice, ou, en d’autres termes, la 
distance (mesurée sur une même génératrice) qui sépare les 
courbes de naissance de la partie inférieure ou de la partie 
supérieure de deux filets consécutifs. 

La génération de la vis s'exécute très-simplement dans la 
pratique. 

On tracera d’abord deux positions consécutives ( fig. 77) acb, 

Fig. 7. ac’ b' du triangle isocèle générateur; 
et le träpèze acb'c' sera la coupe 
du creux de la vis, faite par un plan 
mené suivant l’axe du cylindre. 

Cela posé, on construira un bu- 
rin B, terminé par le trapèze ci- 
dessus ; alors, en imprimant au cy- 





lindre (dont le rayon est celui du 
noyau augmenté de cp) un double mouvement de translation 
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et de rotation, qui fasse avancer NN’ d’un pas à chaque ré- 
volution; en présentant au cylindre le burin solidement 
appuyé et dirigé vers l’axe, il creusera graduellement la vis. 

Dans la pratique, on prend le pas de la vis égal à la base du 
triangle générateur. 

Si la figure génératrice tourne dans un cylindre creux de 
même rayon que le noyau, elle engendrera un sillon dans 
lequel la vis ne pourra avancer qu’en tournant. Ce cylindre 
creux est l’écrou de la vis (fig. 78). 

Fig. 78. Si l’écrou est fixe, la vis est mise en 
mouvement au moyen d’une manivelle 
telle que celle de la figure. Si, au con- 
traire, c’est la vis qui est fixe, on fait 
mouvoir l'écrou à l’aide d’un ou plusieurs 
bras de leviers qu’on entre à volonté dans 
l’écrou. Mais soit que l’écrou soit fixe ou 
mobile, les conditions d’équilibre sont 
toujours les mêmes. 





On remarquera que, dans un cas comme 
dans l’autre, chaque point de la pièce mobile décrit une hélice 
sur un cylindre de même axe que le cylindre donné, et dont le 
rayon est la distance à l’axe du point que l’on considère. 
Toutes ces hélices ont le mème pas, mais ne sont pas égale- 
ment inclinées sur le plan de la base. 

On voit par l'équation (1) que cette inclinaison sera d’au- 
tant plus grande que r sera plus petit. 

Nous supposerons dans ce qui va suivre que l’écrou est fixe, 
et nous admettrons qu’on veut soulever un poids suspendu à 
la partie inférieure de la vis. 


ÉQUILIBRE DE LA VIS. 

Imprimons à la vis un mouvement infiniment petit qui fasse 
arriver le point m en n (fig. 79); dans ce mouvement la vis 
aura tourné d’une certaine quantité w, et l'on aura, en nom- 
mant p le bras de levier de la puissance, 


C.2P=2Ppo. . 
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Pareillement 
TQ = — Q.ms, 
et, en vertu de l'équation du travail, 


2Ppo = Q.ms. 
Mais 


ms = ns. tang i = rotangi, 
en nommant r le rayon du cylindre; donc 
2Ppw = Qro tangi. 
Simplifiant et remplaçant tang ï par sa valeur, on trouve 


2P _ A 
Q  2rp 





Par conséquent, /a puissance est à la résistance comme le pas 
de la vis est à la circonférence que tend à décrire la puissance. 

Ayons égard maintenant au frottement. 

Chaque point de la surface du filet touche un certain point 
de l’écrou, et il est assujetti à parcourir une hélice tracée sur 
un cylindre, dont le rayon est la distance à l’axe du point que 
lon considère, et dont le pas est celui de la vis. Or on peut 
supposer la force Q comme étant décomposée en une infinité de 
forces parallèles à l’axe du cylindre et agissant aux divers points 
de contact; ces petites forces produiront dans les divers plans 
tangents aux cylindres sur lesquels sont tracées les hélices, des 

Fig. 79- pressions normales à ces courbes, et ces 
pressions à leur tour feront naître des frot- 
tements dont nous allons tenir compte. 

Soient č l'inclinaison (fig. 79) de l'hé- 
lice sur le plan de la base du cylindre, et 
mn un petit élément de l'hélice situé dans 
le plan tangent ACB. 

Les forces qui agissent au point m sont 
la réaction normale N et le frottement N f. 
Pour un autre point situé sur la même 
hélice, les réactions seront N’ et N’ f, etc. ; relativement à une 
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autre hélice, les réactions analogues seront N,, N, f, etc. Ainsi 
la vis est sollicitée par les forces 


P, P,Q, N, N... NA, NSN, NAN, , N fo. 


Pour l'équilibre, il faut que les sommes des composantes de 
ces forces parallèles à trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz 
(dont le dernier est l’axe de la vis), soient nulles, et que les 
sommes de leurs moments par rapport aux mêmes axes soient 
aussi nulles. ` 

La somme des composantes des réactions parallèles à laxe 
des z est, pour une même hélice, 


— N cos i + Nf sin ¿i — N’ cos i -+ N’ fsin i —... 
= — (cosi — fsini) 2N. 


Relativement à une autre hélice, la somme des composantes 
sera pareillement 
— (cos i — fsin i) 2 N.. 


Egalant à zéro la somme totale des composantes, on obtient 
(2) Q= (cosi—fsini) EN + (cosi —fsini) I:N +.. 


De même, si l’on égale à zéro la somme des moments relatifs 
au même axe, on trouve : 


(3) 2Pp=r (sini + fcosi)2N +7, (sini + fcosi) EN, +...; 


r,ri,..., Sont les rayons des cylindres sur lesquels sont tracées 
les diverses hélices. Les inconnues du problème étant les forces 
P,N,N’,...,N,,N°,..., les autres équations de l'équilibre, que 
je wécris pas, ne pourraient servir, conjointement avec (2) et (3), 
qu'à déterminer 6 des inconnues, toutes les autres étant données. 

Remarquons maintenant que le jeu qu’on laisse à la vis ne 
lui permet de frotter que latéralement; si donc on suppose que 
le premier terme de chacune des équations (2) et (3) se rap- 
porte à l’hélice moyenne, ón pourra poser 


h=iadi, n—=r+ûr, IN =E=N+OÜEN..., 


et ces équations deviendront, en nommant m le nombre des 
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hélices de contact, et ne conservant que les termes du premier 
ordre par rapport aux variations, 


Q = m (cosi — fsini) EN — (sini + fcosi) S N.X, ĝi 
+ (cosi —fsin i) £. EI N, 
2Pp =mr(sin i + fcosi)EN + r(cosi— fsini)2N.x,d à 
+ (sini + fcosi)2N.5, dr + r(sini + fcosi) 5,.22N — 0, 
le signe È s'étendant à tous les points d’une même hélice, et 


le signe £, à toutes les hélices frottantes. Mais on a, à très-peu 


près, 


Edo, Z.8IzN=0o, Zôr=0o, 


car les variations relatives aux hélices tracées sur des cylindres 
symétriques du cylindre moyen sont de signes contraires, et ne 
sauraient différer que très-peu ; donc on atra simplement 

(4) | Q=m(cosi—fsini)?N, . 

(5) -~ 2Pp= mr(sini+/fcosi)zN. 


Divisant l'équation (5) par l’équation (4), il vient 


2P r sini+/fcosi 
Q p cosi—fsini 
Divisant numérateur et dénominateur par cosi, on trouve, en 


ayant égard à l'équation (1), 


6 sP F h+2rrf 
(6) Q p 2a rr— fh 


Du reste, cette formule dérive très-simplement de la relation (2) 
. D 

du n° 30, en y faisant b = 27r, et remplaçant P par 2PË. 
- r 


Cela résulte sans peine de ce que l’hélice peut être assimilée 
à un plan incliné, ayant pour hauteur le pas de l’hélice, et pour 
base la circonférence de la base du cylindre. Le changement 


de P en 2P£ revient à remplacer la première force par une 
r 


autre parallèle, agissant à l'extrémité d’un bras de levier p. 
11 
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Si dans cette équation on fait f = 0, on retrouve 
2 P h 
Q arp 
Si la force P était destinée à empêcher l'accélération du mou- 


vement, il suffirait évidemment de changer le signe de f. 
Supposons, par exemple, 


r=0",08, h=o®,01, p—=1", f=0,13; 
dans ce cas on trouve, en n’ayant pas égard au frottement, 


2P 
— = 0,0016. 


De sorte que si l’on prend, par exemple, Q = 1000", on aura 
2 P = 1,6. 
Si l'on a égard au frottement, la formule (6) donne 


s 2P 
To An 


et, dans l'hypothèse Q = 1000", 
' 2 P = 10! 143 
ce qui fait voir que, dans l'exemple précédent, la puissance 
est rendue 6,5 fois plus grande par l’action des frottements. 
La formule (6) peut s'écrire sous la forme 


dE _ à JSI h) 
(7) Q arp 2rplanr— fh) 


Si, dans le deuxième terme, on fait la division du numérateur 
par le dénominateur, et qu’on néglige les termes du troisième 
ordre par rapport à f, A, on trouve 


2P h 7 
(8) -EA 

Q 2rp' p z 
Si on voulait tenir compte des termes du troïisième:ordéeztit 
aurait 





(9) no 


2Rr 


>P h Ask) 
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Quand la force P est destinée à empêcher l'accélération du 
mouvement, on a, d'après ce que nous avons dit plus haut, 


2P _ č r h—2rrf 

Q p 2rr+fh’ 
et l’on voit que le problème n’est possible qu’autant que 
h>œarrf. 


Si le pas de la visa pour valeur 


(10) 


| h= arr, 
on aura 
= 0, 
et le frottement suffira seul à maintenir luniformité du mou- 
vement. 


RAPPORT DES CHEMINS PARCOURUS PAR LA PUISSANCE ET LA RÉSISTANCE. 


Pour un tour entier de la vis, la résistance s'élève ou s'abaisse 
d'une quantité égale au pas ; plus généralement, la rotation de 
la vis est proportionnelle au chemin parcouru par larésistance : 
on aura donc, en nommant p' et g les chemins, 


`~ 


p kg; ° 


k étant une constante qu'il s’agit de déterminer. 
Pour cela, faisons dans cette équation 


q= h, p=2rp; 
elle donne 








(ur) p'—= 


RAPPORT DU TRAVAIL UTILE AU TRAVAIL MOTEUR. 


Le travail utile et le travail moteur ont pour valeurs respec- 


tivement 
Te. =Q7 
Ta = 2 Pp'; 








i 


E p Le E 
| 
| 


SL os Von Em 


=. %4 Dr: —* 
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prenant le rapport, 
Ey A Q 
Le 2TpP 2P 





Mais on tire de l’équation (6) 


Q P anrr — fh. 


2P r h+oanrf 
substituant dans l'équation précédente, il vient 


Ta __ h(2rr—/fh) 
ra) Tn _2rr(2r 7 +4) 


Cette formule donne pour le rendement une valeur un pet 
trop grande. Cela tient à ce que le poids de la vis est compri; 
dans Q; mais l’erreur qui en résulte est peu importante : di 
reste, il serait aisé d’y avoir égard. 

& Si, par exemple, on suppose, comme précédemment, 


hk=v;0t, r=0,08, j=0,18, 


on trouve 
Ti 
-—— = o 1 . 
To ? 4 
On peut remarquer que le rendement d’une vis ne dépend pa 
de la longueur du bras de levier qui sert à la manœuvrer. 
Dans le cas où la force motrice agit pour empêcher l’accélé 
ration du mouvement, la formule du rendement est 


LS... Al 2 rr + fh) 
(3) Ta 27rr(h—orrf) 


et l’on peut remarquer que, dans ce cas, T, > Tn. Cela résult 
de ce qu'ici la véritable force motrice est Q et non pas P 


- 
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ONZIÈME LECON. 


DU TREUIL DIFFÉRENTIEL, DU PONT-LEVIS, DES GRUES, 
DU CRIC, DE LA VIS SANS FIN, DU CON. 


41. Nous avons vu, dans les leçons précédentes, comment 
on avait égard au frottement dans le calcul de la force mo- 
trice des machines. Dans celles que nous allons étudier, nous 
nous arrèterons à la première approximation , attendu que 
l'usage qu’on en fait ne comporte guère des calculs de pré- 
cision. | 


TREUIL DIFFÉRENTIEL OU CHÈVRE DE LOMBARD. 


Le treuil différentiel, qu'on nomme aussi chèvre de Lom- 
bard (fig. 80), se compose essentiellement de deux cylindres 
Fig. 80. ' assujettis sur le même axe, 

mais d’un diamètre différent. 
Une roue est montée sur le 
grand cylindre, ainsi que 
dans le treuil ordinaire. De 
Ja circonférence du grand cy- 
lindre part une corde qui ya 
s'enrouler sur une première 
poulie fixe, d’où elle passe 
sur une poulie mobile dont 
la chape porte la résistance; 
enfin de celle-ci la corde 
va passer sur la gorge d’une 





| deuxième poulie fixe, d’où 
elle descend vers le petit cylindre pour s'y enrouler. Si l'on 
fait éprouver au treuil une rotation w, le point d'application 
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de la force motrice décrira le chemin Rw; en nommant R le 
rayon de la roue, on aura pour le travail de la force P 


€P = PRu. 


Soit q le chemin parcouru par la résistance; ce chemin sera 
la moitié de celui décrit par un point de la corde : et comme 
celui-ci est égal évidemment à 


ro — wr', 
.r etr’ étant les rayons des deux cylindres, on aura 
I ‘2 /) 
= — 0 — 7}, 
q 2 > 
de sorte que le travail de Q sera 
I 
GQ=-Q(r—7)0. 
Égalant le travail moteur au travail résistant, il vient 
I + 
PR = - Q(r—7r), 


d’où l'on tire 


(1) P ER. 


Q  2R 





Ce qui fait voir que dans le treuil différentiel; la puissance 
est à la résistance comme la différence des rayons des deux 
cylindres est au diamètre de la roue. 

Le treuil différentiel offre cet avantage qu'on peut augmen- 
ter, pour ainsi dire, indéfiniment la puissance de la machine, 
sans nuire à la solidité des cylindres qui supportent la résis- 
tance; car il suffit pour cela de diminuer la différence r — r’ 
de leurs rayons. Le treuil ordinaire n'offre pas cet avantage. 
Mais on ne doit pas perdre de vue que l’augmentation de 
puissance se fait toujours aux dépens de la vitesse. En effet, 
nous avons vu plus haut que pour une rotation w, on avait, 
en nommant g le chemin décrit par la charge, 


q= (r—r)v. 
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On a aussi pour le chemin p parcouru par le point d'applica- 


tion de la puissance, 
p= Ru, 


De la comparaison de ces deux équations, on tire 


p 2R 





=- 1t 
- q r—r 


de sorte que si la puissance est un certain nombre de fois plus 
petite que la résistance, le chemin décrit par la puissance 
sera le même nombre de fois plus grand que celui parcouru 
par la résistance. 


THÉORIE DU PONT-LEVIS. 


42. Soient T le poids du tablier AB (fig. 81), c le poids 

Fig. 81. des deux chaines, F le poids 
de la flèche A’ B’, B le poids 
de la bascule A’F. 

Si l'on suppose les forces 
appliquées sur les horizon- 
tales de la figure, en les re- 
gardant comme invariable- 
ment liées avec le système, 
et qu'ensuite, en abaïssant 
la bascule, on imprime à la 
figure un mouvement infini- 
ment petit qui fasse décrire aux points D, D’ les arcs DE, 
D'E’, on aura, pour les travaux élémentaires des forces, et 





en nommant w, w’ les angles de rotation, 
EB = BA’ K'o, 
CF = —F.A'r'.w, 


© (Se) = — Le. A'b w, 
2 


[a (3e)= cb. 
2 2 


ET = —T.An!.w. 
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Egalant à zéro la somme algébrique de ces travaux , on trouve, 
pour l'équilibre du pont-levis , l'équation unique 


(1) B. A'K’. = F.A" o + = Abo" += c.Ab.0 + T.Am'.w. 


Remarquons maintenant que le quadrilatère infiniment petit 
DED’ E’ a deux côtés opposés DD”, EE’ égaux, et dewx autres 
parallèles DE, D'E’; donc ce quadrilatère est un parallélo- 
gramme, et par suite 
DE = D' F’. 
Mais 
DE= AB.w, D'E’ = A'B'.v’; 
donc 
A'B'.0' = AB.u : 
de là on tire 


(2) y AB 


TAB" 
Substituant cette valeur dans l'équation (1), elle devient 
B.A’K'.AB=— F.A'»'.AB + eA b'. AB 
+2c.Ab.A'B'+ T.A’B'.Am. 


Posons maintenant, pour abréger, 


BAD =z, B'A'D'— 4%, 


et nous aurons 
la 1 
A’ K’ = > A'F.cos g’, A'n = : A'B'.cosax', A'b’ = A'B’ .cosa', 
SEN 
Ab = AB.cosa, Am'— = AB.cos x. 


Substituant ces valeurs dans l'équation ci-dessus, on trouve 
(3)  B.A'F.cos «= A'B' [(F + c) cos « + (T + c) cos a]. 


Supposons actuellement que pour une position déterminée du 
système, la figure AB A'B’ soit un parallélogramme, la même 
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chose aura lieu pour toute autre position , et l’on aura 


LI 


A'B'— AB, 2 =a. 
Par suite, l'équation (3) devient 
(4) B.A'F = (T + F + 2c) AB, 


laquelle est indépendante de la position du système. En don- 
nant aux diverses parties d'un pont-levis des dimensions et des 
poids qui satisfassent à léquation ci-dessus, l'équilibre aura 
lieu pour toutes les positions possibles, de sorte que pour 
mouvoir le système, on n'aura que les frottements à vaincre. 
On tire de l'équation (4) 


AB 
(5) B= SET +F+3c); 
et si l'on prend A'F = AB, on est conduit à la relation très- 
simple, 
(6) B=T +F +2c. 


Ce qui fait voir que lorsque la longueur de la bascule du 
pont-levis est égale à celle du tablier, le poids de la bascule 
est égal à la somme des poids du tablier et de la flèche, aug- 
mentée du double du poids des chaines. Le terme 2c peut 
être négligé sans inconvénient dans l'équation (6), à cause de 
sa petitesse par rapport à T +F. | 

* Il ne serait pas sans intérêt de savoir si le parallélo- 
gramme est le seul quadrilatère qui rende l'équation (3) indé- 
pendante des angles z et +’: Pour cela , il suffit d'exprimer que 
l'équation (3) aura toujours lieu en n’y faisant varier que les 
angles æ, æ’; il faut donc y remplacer g par & + da, a' par 
a+ da', puis égaler les résultats obtenus, ou, ce qui revient 
au même, égaler les différentielles des deux membres : on 
trouve de la sorte, en observant qu'en vertu de l'équation (2) 


AB 
AB 
[A F.B — A'B'(F+c)]ABsina = AR (T + c)sin x. 


da, 


d a = 
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Mais l'équation (3) peut s'écrire sous la forme 
[A'F.B—A'B'(F—+c)]cosa’ = A'B’ (T + c) coso. 

Divisant membre à membre, il vient 

(7) AB.tang «' = A’ B'. tang z. 


Différentiant encore une fois , et remplaçant toujours da! par 
sa valeur, on trouve 





AB 'B’ i 
(8) RP ET JP 
cos g cos” g 


ou, ce qui revient au même, 

— 2 = 31 s 
(9) . AB (1 + tang’ a’) = A' B’ (1 + tang’ a). 
Eliminant tang a’ au moyen de l'équation (7), on obtient 


A' B' = AB, et ensuite «=a; 


d’où l’on conclut que le parallélogramme est le-seul quadrila- 
tère qui assure l'équilibre du pont-levis, pour toutes les posi- 
tions possibles. 


DE LA GRUE. 


La grue (fig. 82) consiste en un treuil dont la corde va 
s’enrouler sur la gorge d’une poulie fixe, placée à l'extrémité 
Fig. 82. d’un cylindre incliné tel que 

celui de la figure, et d'une 
assez grande longueur par 
rapport aux autres dimen- 
sions de la machine. La ré- 
sistance à soulever est atta- 
chée à l’autre extrémité de 
la corde. L'action de la force 
motrice se transmet à l’aide 
d'un système de roues dentées. Toute la machine a la faculté 
de tourner sur elle-même, ce qui permet de donner à la grue 
telle position qu’on veut. Quand la résistance a été soulevée à 
une assez grande hauteur, on fait tourner la grue jusqu à 
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ce que la charge Q arrive au-dessus du wagon ou du bateau 
qui doit la recevoir. 

On laisse ensuite aller le treuil sous l'action du poids Q, en 
ayant seulement la précaution d'empêcher l'accélération du 
mouvement. Il est évident que les conditions d'équilibre sont 
les mêmes que dans un système de treuils (voir le numéro 
ci-après) ; par conséquent, si l’on nomme P la puissance, R, R' 
les rayons de la manivelle et de la roue, r, 7” ceux du pignon 
et du cylindre, on aura 


f 
P FT à 


ÉQUILIBRE D'UN SYSTÈME DE TREUILS. 


43. La puissance P est appliquée sur la roue d’un premier 

Fig, 83. treuil (fig. 83), du cylindre ou du pignon 
de celui-ci, par une corde qui va s’enrou- 
ler sur la circonféreuce d’un second treuil; 
et ainsi de suite ; enfin la résistance Q agit 
sur le pignon du dernier treuil. Il s’agit 
de trouver le rapport de P à Q. 

Pour cela, soient T, T’, etc., les tensions 
des cordes ; R, r les rayons de la roue et 
du pignon du premier treuil; R’et r'les 
rayons de la roue et du pignon du deuxième 
treuil, et ainsi de suite. 





| i i| P o P. 
pour le premier treuil. ... += 
; ; T r’ 
pour le deuxième treuil... T KR” 
t SEIE 
pour le troisième treuil... T = 


Multipliant toutes ces égalités membre à membre et simpli- 
fiant, il vient 


(1) 
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Ainsi la puissance est à la résistance comme le produit des 
rayons des pignons est au produit des rayons des roues. 

Si tous les treuils ont des roues et des pignons de mème 
diamètre respectivement, on aura, en supposant qu’il y ait n 
treuils , 


; a 


Si, par exemple, le système est composé de quatre treuils, et 
qu'on ait 


, | EE I 
R io 
l'équation (2) donne 
TE E 
10000 


Si l’on nomme p et q les chemins parcourus par la puissance et 


la résistance, on trouvera sans peine . 
R R’ R” 
(3) Ê me 7; 
q rrr 


d'où il résulte que ce qu'on gagne en force on le perd en 
vitesse. 

Comme la disposition précédente exige un grand espace, on 
fait toucher la circonférence de la roue du deuxième treuil par 
le pignon du premier , de même le pignon du deuxième treuil 
agit sur la circonférence de la roue du troisième, et ainsi de 
suite; mais en ayant soin d’armer de dents les circonférences 
des roues, afin d'empêcher leur glissement sous l’action d’une 
trop grande résistance. Quant aux conditions d'équilibre, elles 
restent les mêmes que ci-dessus, du moins aux frottements 
près. 

Nous verrons plus tard comment on calcule les frottements 
dans les engrenages. 

DES CRICS. 


Le crie simple (fig. 84) se compose d'un pignon armé de 
dents qu'on fait tourner à Paide d'une manivelle. Ce pignon 
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engrène avec une crémaillère à laquelle il imprime un mou- 
Fig. 84. vement rectiligne, et sur laquelle agit la 
résistance. Ce cric n'étant autre chose 






qu'un treuil simple, on a pour l'équilibre 


rnk 
f D 78 a O 


en nommant comme toujours P la puis- 





N Eeto ee es eee = g a ea 
Ñ ANR SN 


| sance, Q la résistance, R le rayon de la 
DD manivelle, r le rayon du pignon. 
Le cric compose (fig. 85) est formé d’une crémaillère engre- 
nant avec un premier pignon; sur l’axe 
de ce pignon est montée une roue dentée 
engrenant avec un deuxième pignon, le- 
quel est mis en mouvement à l’aide d'une 
manivelle. Nommant P la puissance, Q la 
résistance qui s'exerce le long de la cré- 
maillère, R et r le rayon de la mani- 
velle et du premier pignon, R’et r’ le 





rayon de la roue et de son pignon, on a, 
pour l'équilibre, 


J 
(5) = RE 
Si, par exemple, 
r I r 1° 
N° E 0 
on trouve 
P_ ı 
Q 50 


On s'assurerait sans peine que le rapport des chemins parcou- 
rus par les points d'applications de la puissance et de la résis- 
tance a pour valeur 


: p_RR 
(6) 4 rr 





de sorte que ce qu'on gagne en force on le perd en vitesse. 
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DE LA VIS SANS FIN. 


44. La vis sans fin (fig. 86) consiste en une vis à filet carré, 

à laquelle on communique un mouvement de rotation autour de 
Fig. 86. son axe, Cette vis, en tour- 

nant, engrène avec une roue 
dentée dont le plan contient 
l'axe de la vis. Cette roue, à 
son tour, porte un pignon 
sur lequel s’exerce la résis- 
tance. Soit P la puissance 
qui agit sur la manivelle; la 
vis en tournant exerce parallèlement à sa longueur une cer- 
taine pression sur les dents de la roue, et en reçoit une réac- 
tion égale et contraire. Désignant cette réaction par s, nom- 





mant aussi À le pas de la vis, b le bras de la manivelle, on 
aura, en faisant abstraction des frottements, 





Mais la force s fait équilibre à la force Q par l'intermédiaire 
d’un treuil; donc 

s r 

- Z -9 

Q R 


‘R’et r étant toujours les rayons de la roue et du pignon. 
Multipliant ces deux équations membre à membre et simph- 
fiant, on trouve 





© 

w 

1 

© 
Al 


Ce qui fait voir que dans la vis sans fin, la puissance est à la 
résistance comme le pas de la vis multiplié par le rayon du 
pignon est à la circonférence que tend à décrire la puis- 
sance, multipliée par le rayon de la roue. 
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DU COIN. 


45. Le coin (fig. 87) consiste en un prisme triangulaire à 


Fig. 87. 





faces AC, BC d’égale largeur. On 
entre le coin entre deux obstacles 
qu'on veut écarter, puis on exerce 
une percussion sur la tête AB. Cette 
percussion se transmet sur les côtés 
AC, BC, et c’est par l'effet des 


pressions latérales qui résultent de 


cette percussion que les obstacles sont écartés. 
. Soit P un poids tombant sur AB d’une hauteur H; le travail 


dû à cette chute sera PH, 


quelle que soit d’ailleurs la courbe 


décrite (voir page 69). Soit aussi bc = h le chemin vertical 
parcouru par le coin: R étant la réaction moyenne, le travail 
dů à cette réaction sera R A, et-l’on aura 


(1) R À = PH. 


Soit aussi Q la pression latérale transmise à chaque face; on 


aura encore 


R 4 = 2 Q.ab. 


Mais les triangles rectangles ADC, abc étant semblables, 


donnent 
ab h 


Substituant cette valeur dans l’équation ci-dessus, on trouve 


AB 
(2) , R=Q 7T) 
d'où l’on tire 

AC 
(3) ? 1E 


Ce qui voir que la pression exercée sur chaque face du coin 


est à la pression exercée 
est à la largeur de la téte. 


sur la téte comme le côté du coin 
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Si, dans l'équation (1), on remplace R par sa valeur (2), on 
trouve 


(4) 


d’où l’on conclut que la pression exercée sur chaque face est 
au poids de la masse qui produit la percussion comme le côté 
du coin multiplié par la hauteur de chute est à la téte mul- 
tipliée par le chemin vertical décrit par le coin entre les deux 
obstacles. 

De sorte que si À pouvait se mesurer avec précision, l'équa- 
tion (4) ferait connaître la valeur absolue de Q. 
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DOUZIÈME LECON. 


DU RÉGULATEUR A FORCE CENTRIFUGE. 


46. Le régulateur à force centrifuge, quon nomme aussi 
pendule conique, se compose de quatre tiges articulées dont 
deux portent des boules très-lourdes. L'anneau A (fig. 87) est 

Fig. 88. assujetti sur une tige xy autour de la- 
quelle il ne peut que tourner, tandis 
que l’anneau ou la douille A’ peut à 
la fois tourner autour de xy, monter et 
descendre le long de ceue tige. Le sys- 
tème reçoit de l'arbre de la machine un 
mouvement de rotation qui a pour effet 
d'écarter ou de rapprocher les boules 
par les actions centrifuges qu'il déve- 
loppe. Alors la douille s'élève ou s'a- 
baisse, et c'est ce mouvement qu'on met 





à profit, soit pour ouvrir ou pour fermer un conduit de va- 
peur, soit, comme dans les moulins à farine, pour mettre en 
mouvement un jeu de sonnettes ayant des timbres diflérents. 
C'est ainsi , par exemple, que le doigt c qui monte ou descend 
avec la douille À’, vient frapper la tige de la sonnette supé- 
rieure, quand la rotation atteint sa plus grande valeur, tandis 
qu'il agit sur l’autre sonnette quand la vitesse descend jusqu’à 
sa limite inférieure. Sous la vitesse de régime, le doigt c se 
meut dans l'intervalle des tiges des deux sonnettes. De la sorte, 
l'ouvrier qui dirige le moulin est averti si le mouvement est 
ou trop rapide ou trop lent. 

Les diverses théories du régulateur à force centrifuge, du 
moins celles qui sont venues à ma connaissance, négligent 


presque toutes le poids des tiges, et à plus forte raison les ac- 
12 
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tions que la force centrifuge exerce sur elles (*); elles con- 
duisent ainsi à une expression remarquable de la hauteur du 
pendule conique, savoir 

h= £, 


w? 
dans laquelle g est la gravité, w la vitesse angulaire de rotation. 
Mais ce résultat, qui est d'une remarquable simplicité, n’ex- 
*prime généralement la valeur de % qu'avec une grossière ap- 
proximation, ainsi qu’on le verra ci-après. 


RÉSULTANTE DES ACTIONS CENTRIFUGES SUR UN CYLINDRE D'UN 
TRÈS-PETIT DIAMÈTRE. 

* 4T. Avant daller plus loin, nous allons déterminer le 
point d'application de la résultante des actions centrifuges sur 
chacune des tiges du pendule. Pour cela, soit un cylindre dont 
l'axe MN (fig. 88) rencontre l’axe de rotation; le centre de 

Fig. 89. gravité étant au milieu O, lordon- 
née z;, qui détermine la position de 


—— 


la résultante des actions centrifuges, 





sera (en ayant égard au signe de a, 
et prenant pour plan primitif des 
xy le plan perpendiculaire à l'axe 


| mené par le point O (voir p. 76) 
| (1) z= — — |a'z'dm. 
| ma 





Quant à la valeur absolue de a, 





elle est ici égale à OA. Pour inté- 
grer l'équation (1), nous transformerons d’abord les coordon- 
nées x’, z^en d’autres relatives aux axes Ox, Oz, et l’on 
trouvera sans peine, en nommant 9 l'angle aigu que laxe du 
cylindre fait avec l'axe de rotation, 


j#=zcosg—ssin, 


(2) 


| z’ = x sin ọ + z cos 9. 





(*) M. le général Poncelet est le premier qui ait tenu compte de toutes les 
forces qui agissent sur le régulateur. ( Voir le Traité de Mécanique appliquée aur 
machines , page 83.) 
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` À l’aide de ces valeurs, celle de z, devient 


z = — Dsn g cosy ( fax dy de — f #dzdzdr), 


ma a 


# 


car, dans ce nouveau système de coordonnées, on a évidem- 


ment 
fzzdm = 0. 


Dans l'équation précédente, D est la masse du corps sous 
l'unité de volume. Posant, pour abréger, 


v = fxdrdyds:, v = fzdzdxdy, 


la valeur de z, devient 


— Dsinpeose, g), 
ma 


3; 


Nommant / la hauteur du cylindre, puis intégrant par rapport 

t LU I è LA I « * 

àz depuis z = — > l jusqu’à 2 = + sil vient 
six de dy. 


Intégrant par rapport à y depuis y = — y, jusqu'à y = +71, 
on trouve 
o= 2l fz'dzy,. 


Quant à yı on a, en nommant p le rayon du cylindre, 
n=vr-#. 
Substituant cette valeur dans celle de v, il vient 
p=alfxtdx Vp — r. 
Pour intégrer cette expression , je remarque que lon a 
xdr Vp°— r = — x (pt — z°)d.Vp'— x’; 
intégrant par parties, et prenant l'intégrale depuis x = — p 
jusqu’à x = + p, on trouve 


+p +p 
J sd yp r= | dr y p — z. 


p —P 
12, 
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Enfin, le même mode d'intégration donne 
+p a 

de NP — => np; 

—P 

donc 


+p i 
f dax P=. 
s 8 


Substituant cette valeur dans v, on a finalement 


I 
p— +n. 
Z liai 


Pareillement, si l'on intègre v’ par rapport à z, on trouve 


1 
= — Ë 1 drdy. 
p z f rdy 


L'intégration relative à y donne également 
i TP ] 
r=" | dx y p — t = — nrp. 
6 e 12 


Dela sorte la valeur de z, devient 
bus 1 p 
(3) saine ce(s 2—2), 


en observant que m = rp'iD. 

Si p est très-petit, comme cela a lieu dans le pendule coni- 
que , on peut négliger le deuxième terme, et prendre simple- 
ment | | 


Io, re 
(4) zı =- sing cos ọ >e 


1 e 
Posant NB = p, et observant que OP = złsin ọ, on a pour la 


valeur de a, 
le. 
a—=p+-{Îsimpy; 
2 
par suite, la valeur de z, devient 


i i 
(5) T Loic laut E TITT 
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De là on conclut 


a 
(6) OG = — sin.g ANT 
| 1 E f 
} — — EEA ER RE 
(7) MG == (: Sne as) 
Le l 
(8) Ne= i(i sin pry ) 


Si p est nul ou très-petit, et si ọ n’est pas très-petit, les for- , 
mules ci-dessus donnent exactement , ou à très-peu près, 


0G= a, 
(9) MG= 30, 
NG= 2; 


d'où il résulte que lorsqu'un cylindre d'un très-petit dia- 
mètre tourne autour d'un axe, si ce cylindre se termine sur 
l'axe ou très-près de l'axe, sans faire avec lui un très-petit 
angle, la résultante des actions centrifuges rencontrera celui 
du cylindre au tiers de sa longueur, à partir de l'extrémité la 
plus éloignée de laxe de rotation, ou aux deux tiers à partir 
de l'autre extrémité, l'axe du cylindre et l'axe de rotation 
étant situés dans le méme plan. 

Quant à intensité de cette résultante, elle se calculera 
comme si la masse du cylindre était concentrée en un point 
quelconque de oz’. ( Voir page 73.) 

Maintenant si l’on décompose la force R en deux forces 
parallèles X , Y, agissant aux points M et N, on trouve 


I I., 
(10) X= FR (1+ gsin 9 


ee)" 


I I, l 
n Baran 
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TRAVAUX ÉLÉMENTAIRES DES FORCES QUI SOLLICITENT LE 
RÉGULATEUR. 


48. Reprenons la question que nous avons en vue. Généra- 
lement le pendule conique forme un hexagone tel que celui de 


la (fig. 89), dans lequel les quantités égales MS, M s; UC, uC 





Que ee me dm ee 


a 






| 
l 
he ee. -~ 
i 
1 
a 
t 
t 


---ef---- 


7r 


C4 


gum 
/ 
{ 






EE PR 


i v 


sont très-petites. Pour abréger, j inscris le poids de chaque 
pièce à l'extrémité de la verticale du centre de gravité; ainsi 
par exemple T est le poids de la tige SE, L le poids de AU, 
enfin M est le poids de la douille. Soient aussi F’, F” les résul- 
tantes des actions centrifuges sur les tiges cylindriques telles 
que AU, SE (je suppose que la tige qui porte la boule pénètre 
dans celle-ci jusqu’en E). Je puis décomposer F’ en deux 
forces parallèles X, Y agissant aux points À et U, et l’on aura, 
en vertu de la formule (10) du numéro précédent, 
(1) = Pigier) 

J'opère une décomposition analogue relativement à la 
tge au. Je puis également remplacer de chaque côté la force 
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’ * l L + 
L par deux forces égales à : L et agissant en A, U et en a, u. 


Ces dernières se composent à leur tour en une force unique L 
agissant suivant l'axe de la douille. Enfin j'écris, pour abréger, 


MS =p, SE—à, SA=1, SD, =&. 
Cela posé, j' imprime au système un mouvement infiniment 
petit qui lui fasse prendre la position accentuée tracée sur la 
figure. J'aurai d'abord, en nommant F la force centrifuge 
qui agit sur l'une des boules, et w la vitesse angulaire de ro- 
tation , 
B : | 
(2) F=z e [p+ (+ r)sine]. 


Dans cette formule r est la distance OE, laquelle sera posi- 
tive ou négative, selon qu’elle sera comptée sur le prolonge- 
ment de SE ou en sens contraire. Relativement aux autres 


forces centrifuges , on aura de même 


L 1 
3 = — vw — įsi 
(3) F z (p+ $ 1sin +)» 
(4) F” = -o (e+ 23 sin +) 
g 2 


Cela posé, les travaux élémentaires des forces qui agissent 
sur le système auront les valeurs ci-après : 


G 2F = 2 F (l + r) cos gd, 


I 4 
EX — F'/0cos — 6] RER E 
co (i Hasin p s) P, 
G2Y—= 0: 


© 2 F” = 2F"rcos vd», 


"~ 
L 


2B = — 2B (} + r) sin ôy, 


(5) ( 
G2T— — Tìsin ydy, 
G 2 (x) = — Ll sin gdo. 
On a aussi 


\ C(M+L)= — 2(M + L)/ sin ọọ. 
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En effet à 
C(M+L)=—2{(M+L)CC. 


Mais il est aisé de voir que 


CC’ = 2 NN' = 2 A'Q = 2 / sin pd ; 


donc 
C(M+L)= — 2(M + L)/sin sde. 
Egalant à zéro la somme algébrique de ces travaux, et obser- 
vant que 
(6) h = (+ r) cos», 
on trouve, en remplaçant les forces centrifuges par leurs 
valeurs, 
À si g T) M + 3L): 

| LE he A SELE Le 

(7) w o+ (à+ r)sing w2B[c+(1+r)sine] 
Li(p+ lsing)+2Ti(p+4sinọ) 7 
À — À os. 
| 2B[p+(2+r)sine] ? 


Remarquons maintenant que l’on a, en vertu de l'équation (8) 
du numéro précédent, 


# 


(8) ; =z (1+ sine 


À à 
6 re 


Pour p = o, cette formule donne 
( ) t : ) 
— ~ À. 
9 3 


Maintenant si dans la formule (7) on fait également p = o, 
elle devient | 
Ta+(@Mæ+3L){" LE+TX, 

2B() +r) 3B) +r}? 


' 5 5 
(10) h=<+< 
w (A 


* Proposons-nous actuellement d'avoir égard à la quantité 
p que nous venons de négliger. À cet effet nous ferons d'abord 
observer que pour p = 9, 


| dt LL 1 
(ea) do 3 sin # 


Cela posé, si l'on développe l'équation (7) suivant les puis- 
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sances croissantes de p, on aura pour la correction dde, 
et en ne conservant que les termes du premier ordre par rap- 


port à p, 


pem 
C2 
P 
| 
| 
[as 


S: AE EE 
toram +5) 


hg 2T} +L/ 
EERE E PEN ME Tee me 
| so (nr 3, +r } 


dans laquelle on a fait, pour abréger, 


43) g — [À+ (2M + 3L)/ 
a ~ 2(+7r) 


Comme le second terme de cette équation est très-petit, à 
cause du diviseur B, on peut prendre simplement 

q ? K 
14 ô h = — — —— I 5) i 
(14) Le ( TE 


{ 


Si l’on veut avoir égard au deuxième terme de la formule (12), 
il suffira d’y remplacer h par la valeur de cette quantité qui 
résulte de la première approximation. Nous remarquerons que 
l'équation (7) exprime la valeur exacte de h (du moins à la 
quantité près de l’ordre de p? que nous avons négligée dans la 
formule (3) du n° 47) quand la douille est à l’état de repos, car 
alors elle n’agit plus sur les.leviers de manœuvre qu’elle doit 
entrainer. Si l'équation dont il s’agit devait exprimer les con- 
ditions du mouvement de la douille, il faudrait encore avoir 
‘égard aux frottements sur les articulations des tiges et des 
‘leviers. Mais nous remarquerons que si l’on nomme p,, le rayon 
d'un tourillon, f le coefficient du frottement qui est ici très- 
petit, parce que le système est toujours tenu bien huilé, N la 
pression normale qui s'exerce au point de rotation entre le 
` tourillon et l'œil, le glissement aura pour valeur p, 9, en 
nommant d l'angle qui répond à l'arc de glissement ; par suite 
le travail absorbé sera | 
| C= — Nfo, dy. 


Mais ð} et ðọ sont des quantités de mème ordre; posant 
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34 | | TAT 

ei €, € étant un nombre fini, la valeur de © devient 
6 = — N fp Edp, 


qui est une quantité négligeable par rapport aux autres travaux 
élémentaires. Donc l'équation (7) peut étre regardée comme 
étant l'équation du mouvement vertical du système, quelle 
que soit d'ailleurs la nature de ce mouvement. La démonstra- 
tion précédente suppose que £ est un petit nombre; et en effet, 
on’trouve par les règles qui servent à déterminer le glissement 
infiniment petit entre deux courbes que £ = 2 en À et a, tandis 
que € = r pour les autres articulations (*). 

Si la résistance ð M que les leviers de manœuvre opposent 
au mouvement n'était pas négligeable, il suffirait, pour y avoir 
égard, de remplacer dans les équations précédentes le poids 
M de la douille par M + ðM, la résistance ð M étant positive 
quand elle s'ajoute au poids de la douille, négative dans le cas 
contraire. 

Si l’on pose maintenant 


| ,_ LPHTX 
GS) “Der 





(*) Cherchons, par exemple, le glissement qui a lieu au point A. On verra 
(n° 74) que le déplacement élémentaire de la tige AU équivaut à une rotation 
infiniment petite autour du point À; done si le point U parcourt un espace égal 
à CC’, on aura, en nommant v la rotation infiniment petite autour du centre 
instantané #, 


w.h U = CC’. 
Mais > 
CC'= a NN' = alp sinp et AU= 2l sinọ; 


remplaçant, dans l'égalité précédente, CC’ et hU par leurs valeurs , il vient 
w = 05. 


Imprimons maintenant aux tiges SA, AU un mouvement commun de rota- ` 
tion + autour de l'axe S, et en sens contraire du mouvement de SA; de la sorte 
la tige SA sera réduite au repos, mais alors la tige AU sera animée de deux rota- 
tions égales à 23 et dirigées dans le mème sens. Ces deux rotations se compose- 
ront en une seule autour de l'axe A, laquelle sera égale à leur somme. Par con- 


sequent , on aura 
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l'équation (10) devient, en ayant égard à (13), 
hw (B + K’) = g (B +K). 


Pour une autre position de la douille, on aurait pareillement 


N 


k o” (B -+ K) =g (B+ K). 


De la comparaison de ces deux équations, on tire 


Ce qui démontre que les hauteurs d’un pendule conique sont, 
à très-peu près, en raison inverse des carrés des vitesses an- 
gulaires correspondantes. De sorte que si l’on pouvait mesurer 
la hauteur À qui répond à une vitesse donnée, on aurait pour 
la hauteur 4’, relative à une autre vitesse aussi donnée, 





Pour un second pendule qui tournerait avec la vitesse du pre- 
mier, On aurait pareillement 


H w’ ( B, + K')=g (B, -+ Ka). 
Comparant avec l'équation 


ha (B + K')= g (B +K), 
on trouve 
h S B+K B, +K, 
H B+K'B+K, 


laquelle pourrait servir à déterminer & au moyen de H, et réci- 
proquement. 


CALCUL DU POIDS DES BOULES SOUS LA CONDITION QU'ELLES 
AIENT UNE COURSE VERTICALE DONNÉE. 


49. Soit » la vitesse angulaire de régime, wet w” la plus 
grande et Ja plus petite vitesse du régulateur; 2, 4, h” étant 
les hauteurs correspondantes, e la course verticale des boules, 
où aura , pour déterminer les quatre inconnues 4, W, A, B, à 


; | 
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résoudre les quatre équations 

ho (B+K')=g(B+K), 
W o” (B+K')=g(B+K), 
h” o (B +K')=g (B +K), 


h” — h =c; 


(1) 


lesquel les donnent 


(a) aT 
LE 
(3) Ia t2 73 C5 
a — 6 
(4) Mr 


ři 
w? = uw” 2 


Kg (w°?— o" — K' cwt” 
(5) . B = -2 F3 ° 


Cow — g (o — w 
Soit maintenant # un nombre entier donné, on pourra poser 


x t) w) 
. t 
(6) dant état 
Pei n 


de là on tire 


; 3 1 
w? -e w? m 2 0 (+5). 
n 


2 2 
w i 
w? w”? puea 4 , w? w”? a eo)! I —— er G 
n n 


(7) 


Substituant ces valeurs dans les équations ci-dessus, on trouve 








ay 
(8) h = 1e i 
n —1;ÿ 
(9) x =! 2 © 
"EE Le ou a 
(10) h" = Ja P 
aare 
4 Kng—K'co |^ = ) 
(ri) B = T 
C w ( p — ý ng 
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Maintenant désignons par N le nombre de tours que le régula- 
teur fait en une minute, on aura la relation 

w.60—=2rN, 
d'où l’on tire 
l | rN 
12 w ZE ——6 
(12) 30 


Substituant cette valeur dans l'équation (1), on trouve 


Kkag—K'e = 5 ) | 





3600 \ n 
(3) d mN? /n—1\? > 
3600 ( n ) TAD 


Comme on pourrait obtenir pour B des valeurs trop grandes ou 
trop petites, on posera B œB, B< B,, et l'on aura pour 
B< B; 





(14) oe n’ — 1 c B, +K” 
pour B œ> B, 

60 n ngBe + K 
de (Ve 


Désignons encore par ;, h, des valeurs telles, qu’on ait 
Kok, MC; 


remplaçant X et A” par leurs valeurs, puis résolvant par rapport 
à c, on obtient les limites de la course verticale des boules , 


savoir 

(16) > he. 
fn, 

(17) RS PE ee hs- 


Toutefois k', et}, ne sont pas complétement arbitraires, attendu 
qu'on doit avoir 


Án n n y 
Gt Get 
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ce qui donne 

E n—1\° 
E E< (ir) 
Telle est la dépendance qu’il faut établir entre les hauteurs 
limites qu’on assigne au pendule conique. 

Soit encore À, la hauteur MC de la douille, on aura 
h, = 2 l cos y. 


Mais on a déjà 
h == (X+ r) cosg; 





donc 
2l 
(19) A E 
On aura de même 
3e 45 
Ki aa + J 2 
h = 2n. 


Retranchant membre à membre, posant A" — h, = y, et obser- 
vant que A” — W = c, il vient 





(20) gp 


Substituant cette valeur dans les inégalités (16) et (17), puis 
résolvant par rapport à y, on trouve pour les limites de la 
course de la douille, 


8n ih, 
(21) ire 
i 8n Ik 
\ PR Ras ER 
(22) E ESTIT 


On voit par la formule (19) que h, sera plus grand que 4, 
toutes les fois qu’on aura 


1> +r), 
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Nous ferons remarquer que le choix des quantités X, A m 
rien d'absolu; seulement on évitera par leur emploi d'obtenir 
pour %' et h” des valeurs inacceptables. 

Les limites de N s'expriment aussi en fonction de X!,, h”. 
On trouve sans peine, à l'aide de la première des équations (1), 


| N >F 30 £ TBR ie, 
,B+K 
(23) | 

30 gB+K 

N 

| ae e JPEE B+K 
Maintenant pour savoir quels sont les nombres qu'on peut 
choisir parmi ceux qui sont compris entre ces limites, on 


remarquera que la course des boules devant se faire entre h, 
eth", on devra avoir, en désignant par N, et N, les deux limites 


ci-dessus , 
N : N 
z [INe N,, -<N —N; 


d'où l'on tire 





(24) \ 
| x< 





re 


Telles sont les limites entre lesquelles il faudra choisir la valeur 


de N. 


Toutefois, pour que ces limites ne soient pas contradic- 


toires, il faudra qu’on ait 








` n n 
mer a E 
d'où 
N, +N 
N, — N, 


Dans la pratique, les tiges qui supportent les boules du 
régulateur les traversent dans toute leur étendue , il en résulte 
qu'il faut prendre pour r, qui entre dans K et K’, le rayon de 
la boule. Mais ce rayon dépend lui-même du poids, car en 


192 DOUZIÈME LEÇON. 


nommant D ce poids sous l'unité de volume, on a 


(25) B=—{cnp. 
Je mets le signe — à cause qu'ici la quantité r est négative, 
étant comptée en sens inverse du prolongement de la tige. En 
éliminant B entre les relations (13) et (25), on aurait une 
équation du cinquième degré qui servirait à déterminer r; 
r étant connu, l’une ou l’autre des équations citées ferait con- 
naitre B. Mais ici lon peut éviter l'emploi de l'équation du 
cinquième degré ; pour cela il suffira de prendre pour À non pas 
SE’ mais SO, ct faisant par conséquent r= o dans les rela- 
tions qui contiennent cette quantité : toutefoisil doitétreentendu 
que le point D sera alors le centre de gravité de SO et non pas 
de SE’; de même D, sera le point d'application de la force cen- 
trifuge sur SO , et non pas sur SE’, B étant connu, la relation 
entre le volume et le poids déterminera le rayon de la boule. 
Mais on remarquera que la formule (13) donne le poids qui 
répond à l'équilibre, comme si la tige s’étendait jusqu’en O seu- 
lement; la valeur trouvée pour B est done le poids de la boule 
supposée vide dans l'intervalle occupé par la partie OG de la 
tige. En second heu, comme celle-ci s'étend jusqu’en E’, c’est 
comme si l’on substituait, de O jusqu’en EF}, la matière de la 
tige à celle de la boule; le poids de la boule telle qu'on Fem- 
ploiera, sera donc en erreur de la différence entre le poids de 
la matière de la boule occupée par OE’ et le poids de OF, 
ce qui est une approximation certainement suffisante : d'ailleurs 
on pourrait substituer ce poids dans les équations (10) et (12) 
du n° 48, et l'on obtiendrait la valeur exacte de h. On déter- 
minerait de la mème manière h’ et A” dont la différence ferait 
connaitre la course verticale des boules, et par suite celle de 
la douille, i 


CALCUL DE LA LIMITE INFÉRIEURE DU POIDS DES BOULES. 


La limite inféricure Bœ B, que nous avons employée pré- 
cédemment n'est pas arbitraire. J| faut la déterminer sous la 
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condition que s'il survient une variation dw de vitesse, les 
boules soient capables de vaincre la résistance qu'opposent les 
leviers de manœuvre. Reprenons l'équation 


Si la vitesse de rotation devient w + Jw, et que la résistance à 
vaincre soit 9 M, K deviendra K + 9K, et l'on aura pour l'é- 
quation de l'équilibre du système, ` 
 B+K , 
hlod to =E TE 


Divisant cette équation par la re on trouve 


` A do ne. ôK 
+7) B+K? 
développant et résolvant par rapport à B+K, il vient 


| ôK 


ÒK étant donné, supposons qu'on veuille donner aux boules 
un poids tel, que la douille puisse mouvoir les leviers de ma- 


- L CM 4 . * 0) 
nœuvre avant que la vitesse ait varié de la quantité do — =e 


Pour cela, nous examinerons les deux cas où do sera a positif 


ou négatif. 
Premier cas. Comme 


B+ K= 


ôK 
= Dj ` 
— | 2 + — 
6) w) 


=. dw I r . 
si l’on remplace — par = le deuxième membre deviendra 
t) 


trop petit, et lon aura, pour déterminer la limite inférieure 
de B, 


n’ 


n +1 


B+K>- ôK 





Devxième cas. Jw étant négatif, il en sera de même de òK ; 
13 
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alors si l'on ne tient compte que des valeurs absolues de ces 
quantités, la valeur de B + K sera 


BN 3K 
(27; Jef. de) 


Mais le dénominateur de cette équation est une fonction crois- 
1? de I 
sante de Jw, donc sì l’on remplace encore — par -; on aura 
A] n 


CAS EEE | A 
: 2 n —1} 


En comparant les deux valeurs précédentes de la limite in- 
férieure de B + K, on voit qu'il suffira de prendre, dans tous 
les cas, è 


an — i 
par conséquent, 


(28) B= PELLE E à 


2R — 1] 


Il est facile de s'assurer à priori que toute valeur de B satis- 
faisant à cette limite, produira l'effet désiré. Pour le faire voir, 
posons, pour abréger, 


fonct. (22) —B+K— ___ÿK_ 
t) 


d © ( =) 
a À 9 Setas 
[1] w) 
Si dans cette équation on fait òw = 0, on a 
ô 
P fonet. (=) <o. 
€) 


Ensuite, si l'on pose 


il viendra 
Ò 6 
fonct. (=) >v 
w) 
Par conséquent, entre 


do =o et nz- 
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il existe une valeur de dw pour laquelle 


fonct. (=) = 0; 
Lo] 


de sorte que pour cette valeur de la variation de la vitesse, le 
régulateur pourra soulever la résistance à vaincre. 

On voit par la formule (28) que B sera d’autant plus grand, 
que le nombre n, que j'appellerai coefficient de sensibilité, 
sera lui-même plus grand. 

Quant à la valeur de K , elle se déduit sans peine de la 
formule (13) du n° 48, laquelle donne, en faisant comme pré- 
cédemment r= o, 


(20) ôK =£ òM. 


Si l’on suppose par exemple ð M = 2*"!,5 , et qu'on adopte 
les données de exemple ci-après, on trouve d'abord 


5 
K= 3e 


La formule (28) donne ensuite, en observant que K =1 1,6629, 


B= 3M 76. 


FORMULES A EMPLOYER DANS LA PRATIQUE POUR LE CALCUL D'UN 
RÉGULATEUR, ALORS QUE LES TIGES SONT CYLINDRIQUES. 


50. Nommons D le poids de la matière des tiges du régula- 
teur sous l’unité de volume, p le rayon des tiges 7, p' celui 
des tiges À, on aura 


L=#?rplD, T=rp"'iD, 


et la valeur de K deviendra, en y faisant r= o, 


_2M/+rD(3pl+ pt) 


(1) K a) 
Si pa Ps 
(2) p 2Mæ+rDp (38 +), 








2 À 
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On aura de même 


,_rD(pP+ pr) 
(3) KE —? 


et dans le cas de p' = p, 


,__rPp'D(P+*) 
(4) K= 


Les autres formules à employer seront, en les rangeant dans 
l'ordre suivant lequel on pourra les calculer, 


(5) | n< (= 





| Bn l 

té >= 
8n l., 
licp pi 


À 
(7) nr EL 








= n ngB+K, 
c B, + K' 

2 ( n ) ng B+ K 
ce B,+K'° 

IN? /n—3\: 
ETE E e 

) B — ng ces ( n ) 
(9 a w N? 


n—1\? 
Fon | n Je rg 











L 











Go) 
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2? 
h, — pi h, 


(11) m=, 





—_9gog P / E 
iig A ran (1+5) 








aa r m) 
Si p= p, 
(an= SE thi 5) 
(13) r?’ N? À sing B 
2 3 3 
| <br 


| Négligeant le deuxième terme, 


— 900g p K\, 
(14) ô h = ed (+5) 








On voit par là que la même correction conviendra, à très- 
peu près , aux deux hauteurs extrêmes #/, h". La première des 
équations (11) donne ensuite 


(15) dh,= 2° sh. 


Appliquons ces formules à un exemple numérique. 
Supposons 
= 0,75, 1=0%,50, p=0",02, p=0",02, n= 30, M= 3%; 
si les tiges sont en cuivre, on aura 

D = 8788. 


Si nous prenons 
k,= 0",6, 


la formule (5) donnera 
h, 0,525; 
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nous prendrons * 
kr, = 0",50. 
On tire ensuite des formules (6) 
| 7 >.0™",095, 
| 1 < 0",0909 ; 
nous adopterons 
` 7 = o™,096. 
Après cela, on a, par la formule (7), 
e = 0,072. 
Prenant pour les limites de B 
B, = :5*, B, = 605, 
les formules (8) donnent 
í N > 3,2572, 
d N < 48,81; ‘ 
nous adopterons 
N = 47. 
Alors, par la formule (9), on trouve 
B = 20k,87. 
On déduit ensuite des relations (10) et (11) 
h = o™ ,5388, h =0",7184, 
h—0",5046, A, = o™,6728, 
h” = o™,5766, 4% = o™ ,7688. 


En calculant les deux termes de la formule (13), on ob- 


tient | 
1°" terme = —- 0",0242 
2° terme = — 0" ,0024 
d'où h = — o" ,0266. 


Enfin la formule (15) donne, pour la correction de %4, 


dh, = — 0",0355. 


DU RÉGULATEUR A FORCE CENTRIFUGE. 199 


RÉSULTATS DÉFINITIFS, 


1—=0%,096, c—o",o72, N—47, B= 20,8), 
h —=0",5122, A, = 0",6829, 
Næ=o 4, A m oT; 
"Ag OT k, = o" ,7333. 


Nous ferons remarquer que si, dans la formule (10) du 
n° 48, on suppose nul le poids des tiges, on aura simple- 
ment 


ir — 908 
mt N 


Si dans cette formule on fait N = 47, il vient 


h = 0" ,4049, 
tandis que la valeur exacte de L est 
h=—=0",9127: 


l'erreur commise est donc environ de o",11. 

Nous observerons encore que si, dans la valeur (9) de B, on 
fait K’ — o, ce qui revient à faire abstraction de la force cen- 
trifuge sur les tiges, on trouve 


B = 35" ,2724. 


Le terme dû à l’action de la force centrifuge sur les tiges di- 
minue donc la valeur de B de 14*,4025. On voit par là que 
le poids des tiges, ainsi que l’action que la force centrifuge 
exerce sur elles, ne sont pas généralement des quantités négli- 


geables. 
CALCUL DE LA HAUTEUR D'UN RÉGULATEUR RÉPONDANT A UN POIDS 
DE BOULES CAPABLE DE SOULEVER UNE RÉSISTANCE DONNÉE. 


Proposons-nous, pour deuxième exemple, de calculer la 
hauteur h qui répond à un poids de boules capable de soule- 
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ver une résistance donnée. Prenons 
= o" 15 1=0",5 p = 0™,005, 
p == 0™,02, `n =6o0, M = 2, ôM=1:*, 
'D = 8788, 4A =0™,5. Af = o™,6. 
Les formules (2) et (4) donnent d’abord 
K=0",603932, K’ = 0,223678: 
on déduit ensuite de l'équation (28) du numéro précédent 
B, = 19*,564 ; 
et comme on doit avoir Bœ B., nous prendrons 
| B = 20t. 


Les inégalités (23) du numéro cité donnent à leur tour 


N œ> 38,97, 
N < 49,69; 
d'où l’on tire, à l’aide des relations (24) du même numéro, 
| | N œ> 39,63, 
Adoptant NÉ 
| N = 40; 


on obtient, par la première des équations (1) du n° 49, 


h = 0" ,5605. 
Cette valeur, substituée dans la première des équations (11) 
du présent numéro, donne 


hi = 0" ,75094. 
Enfin, à laide des relations (14) et (15), on trouve 
ô h = — 0",0024, JA, = — 0" ,0032. 


Et l'on voit que ces corrections sont ici sans importance. 


RÉGULATEUR A TIGES OPPOSÉES. 


91. Dans certains pendules coniques, les tiges qui portent 
les boules sont prolongées de l'autre côté du centre fixe M' ` 
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(fig. 91) de rotation, soit en ligne droite, soit sous un angle 8 





que nous supposerons peu différent de 180 degrés. Nous pren- 
drons pour 8 l'angle OM'a tourné vers la droite; de sorte qu'on 
aura, en désignant par € un petit angle positif ou négatif, 
(1) = 180° + €. 

On peut remarquer, avant d'aller plus loin, que les angles 
9, ®’, g” sont liés par les relations 

sing = — sin (ọ + 0), 
| cosg = — cos(ọ + 0), 


(2) | . 
| sin g°= — | $+ sin (y +0) à 
on a aussi, en vertu de l'équation (1), 


sin (ọ + 0) = — sin (ọ + £), 
cos(y -+ 0) = — cos(ẹ + £). 





(3) 
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Adoptant les mêmes notations que précédemment, on obtient, 
pour les actions centrifuges résultantes qui agissent sur les 
boules et sur les tiges, 


B SA 
| F =w + r)sing, 
i 5 
si IL | i ) 
F = - -w [p — isiníy + 9)], 
2g 
(4) uT 
F” = — -wh sing, 
2g 
1 L 
F"= — - — ps; 9). 
m sin(g + 9) 


De la valeur de F’ on déduit aussi sans peine 
I w? ; \ 
(5) X= 3 EL ff — sing +0) | 
Après cela on trouve successivement que les travaux élémen- 


taires des diverses forces qui sollicitent le système ont pour 
valeurs, 


B | 
G2F = 2 Flu à + r}° sine cos de, 


? 
C2X = — 3 — Licos(g + 6)[p—/sin(g +0)]d, 
8 
C2Y=0, 
, T : 
G 2 F” = z= uN sin 9 cos 04, 
3g 
L ; > 
C2F"= = ~w l sinl + 6jcosi?+ 0)dy, 
(6) +. 
C2B ——2B()+7)sin4, F 
C2T = — T sind, 
C 2L = — L/sin(z +0)de, 
& 2 (21) = — L/sin(e + 0)d. 


Enfin, 


— (M+ L)p(1 + tang») de. 


DU RÉGULATEUR À -FORCE CENTRIFUGE, 203 


En effet, 
G(M+L) = (M +L)MC; 
mais 
MM’ = l {cos 9" + cos ọ” ): 
d’ailleurs la dernière des équations (2) donne, aux quantités 


près de l’ordre de p°, 
(7) cos g” = — cos (g + 0) + É tang (g + 0). 


Substituant dans l'expression de MM! les valeurs de cos p’, 
cosọ”, il vient 
(8) MM'= — 2/cos{y + 0) + p tang(ọ + 0). 
De là on tire, en négligeant les quantités du deuxième ordre 
par rapport à p et à £, 

ð.MM'’ = 2/ sin (y + 0) do + pli + tang'o)de, 
et comme d.MM! est la variation algébrique de MM’, 

MC = — 2/sin(e + 8) de — p(1 + tang'+) do. 
Cette valeur, substituée dans celle de 6 (M + L), donne la der- 
nière des équations (6). Maintenant si l’on égale à zéro la somme 
algébrique des travaux des forces, on est conduit à l'équation 
de T L? sin? (y + 0) 1 L/pcosig +0) 

3B(1+7r) 3B(À+r)sing 3B(1+7r)sin? 


g Tising+2/(M+2L})sin(p+6) +(M+L)o(1 + tang'+) 
w? 2B() + r)sing 


A 
(9) 


5 
w? 
Remarquons, avant d'aller plus loin, que le quatrième terme 
de l’équation devient, en négligeant les quantités du se- 
l 9 Ù sug q 
cond ordre par rapport à p et à £, 
1  Liph č 
3 BO + r} sing 
par suite, l'équation citée se transforme dans la suivante : 
í ET T}? h LP sin2 (p+ 6) 1 Liph 
ho) 3BQ +r} -  3BQi-rr)sme  3B0 +r) sing 
10 { , 
| sen g Tsing + 2/(M + 2L)sin(?+0)+ (M+L)p(1+tange) 
T w? w” 2B(1+7r)siny 
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Si dans cette équation on fait 0=— 180°, p = 0, on obtient 
TY'+2L®] _ g Ti—2(M+2L)/] 

DE re al re mel 


laquelle serait rigoureusement exacte, si les tiges supérieures 
étaient le prolongement de celles qui portent les boules, et si 
le point de rotation sur la douille pouvait être placé sur l’axe 
du régulateur. Si entre les tiges qui portent les boules, et les 
autres tiges du système, on établit la relation 


(12) Ti=2(M+2L)/, 


l'équation (11) se simplifiera et deviendra 


TY+2L2] g 
1a) i| arli 


Si on pose, pour abréger, 


_Ti—2(M+2L) 


(14) aia 2(A +r) i 
,_ TP 2L? 
(15) ker” 


l'équation citée prendra la forme 

(16) hw (B +K’) =g(B +K). 

Mais ici l’on a, comme au n° 50, 
L=zpiD, T—=op")1D, 


par suite, les valeurs ci-dessus de K et de K’ deviennent, en y 
faisant r= 0, 


1292 2/2) — l 
de) K — oL 4 )—2 M4 
(18) K'="D(P\+a2p'E) 


3 À? 

et si p = p, | 
k FP D(¥— 4t) 2M1 
Da Re CN F* 


2 3° P 
(20) pia TERA EEL, 


(19) 
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Si l'on fait servir l'équation (10) à la détermination de la cor- 
rection d A de k, on trouvera, en faisant r = o, 


o A 2 g R(M+2L) 
dana EE GT g| 3tr osz + É N 


(21) 


POPE SEA STE À si 
nn [315 25 (M +L) (1-- tang | 


On calculera cette formule en y substituant les valeurs de z et 
de ọ qui résultent de la première approximation, et en ayant 
égard à la valeur ci-dessus de L. 

L'équation (16) ayant la même forme que les équations (1) 
du n° 49 conduira aux mêmes conséquences ; seulement les va- 
leurs de K et de K’ ne seront pas les mêmes dans les deux cas. 
. Si l’on nomme À, la hauteur de la douille, on aura d’abord, 
en vertu des équations (8) et (3), 


h—=21cos(o + €) +ptang(p+e). 


Développant et négligeant les termes du deuxième ordre par 
rapport à pete, il vient 


h, = 2 l cosọ + p tange — 2/esine. 


Mais 
cos =r 
EEn 
donc 
, l : 
(22) h= 2> h + p tango — 2 ls sing. 


On aura de même pour les valeurs extrèmes de la hauteur de la 
douille, et en négligeant les variations de l'angle ọ, 


23 kh EA A tango — 2 lesno, 
' A P 89 9 
# l ” ue 

(24) KW = zA -+ p tang ọ —`2 ls sing. 


On tiré des équations (23) et (24), 


(25) y= 2e. 
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Après cela, on trouvera comme au n° 30, 


ld 1 \+ 
n — 1 
= ! 

















fous 
(26) væte, 
„_ (ati) 
hk° = 
h, n—1\? 
(27) BE <() 
Ba l, 
| Aa T d 
(28) 8n l 
Rip) w3 
>F aa) IVi Eaz 
(29) z 
n g B,+ 
[né FT (= AVES er Lis 
wN? /n'—1 
Kag — K'c [57 }. 
(30) B — 3600 / 


wN fr 

A ee 

Pour calculer un pendule conique à tiges prolongées, on com- 
mencera par calculer K et K’. Ayant adopté une certaine va- 
leur pour #", la relation (27) dirigera dans le choix de 4. En- 
suite les équations (28) feront connaitre les limites de y. Ayant 
adopté pour y une valeur comprise entre ces limites, on s’en 
servira pour calculer c au moyen de la formule (25). c étant 
connu , les inégalités (29) feront connaître les limites de N. 
Ayant choisi la valeur de N, la relation (30) déterminera B. 
Au moyen des équations (26) on obtiendra k, k’, h”. On corri- 
gera ces valeurs à l’aide de la formule (21), et en adoptant pour 
Het h” les mêmes corrections que pour h, Enfin les formules 
(22), (23), (24) feront connaître les hauteurs moyenne et ex- 
trèmes de la douille. | 
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INSTALLATION D'UN RÉGULATEUR. 


92. Le calcul d’un régulateur ayant été fait comme il a été 
dit précédemment, il ne s’agit plus que de l'installer. Suppo- 
sons pour fixer les idées que la machine qu’il doit régler soit 
une machine à vapeur. Sur l'axe du régulateur, on marquera 
d'une manière quelconque, par exemple au moyen d’une 
ligne rouge, la position que doit occuper la douille pour la 
vitesse de régime. Cela fait, ayant l’œil fixé sur l'appareil, 
on ouvrira ou lou fermera à la main le conduit de va- 
peur, jusqu’à ce que la douille arrive et se maintienne sur le 
trait rouge. À ce moment, le papillon aura la position qu'il 
doit avoir pour laisser passer, sous la pression qu’on suppose 
donnée, la quantité de vapeur nécessaire au mouvement nor- 
mal de la machine. C’est dans cette position qu'il devra être 
librement attaché à la douille à l'aide des leviers de manœuvre. 
Alors si la vitesse de la machine augmente ou diminue, le pa- 
pillon fermera ou bien ouvrira le conduit de vapeur; et comme 
d’ailleurs la course de la douille a pu être choisie à volonté, 
le régulateur, ainsi installé, réglera la force motrice avec toute 
la précision désirable. 

Dans l'exemple numérique traité précédemment, nous 
avons supposé les tiges cylindriques dans toute leur étendue, 
ce qui nous a permis de calculer leurs poids. Si elles s’écar- 
taient trop de cette forme , il serait préférable de les peser avec 
soin pour avoir L et T. Quant aux longueurs et À, elles s’ob- 
tiendront en les comptant des centres de rotation. 
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MACHINES A VAPEUR. 


DIVERS GENRES DE MACHINES A VAPEUR. 


53. Les machines à vapeur sont des appareils dans lesquels 
on utilise la force élastique de la vapeur pour imprimer à un 
piston un mouvement rectiligne alternatif. On transforme en- 
suite ce dernier mouvement en un mouvement circulaire con- 
tinu au moyen d'une manivelle qui s'articule avec le piston à 


l’aide d’une bielle. 


MACHINES A SIMPLE ET A DOUBLE EFFET. 


Quand la vapeur n’agit que sur un côté du piston, les ma- 
chines sont à simple effet; elles sont à double effet quand elle 
agit alternativement au-dessus et au-dessous du piston. 


MACHINES SANS DÉTENTE ET AVEC DÉTENTE: 


Lorsque le cylindre à vapeur est en communication avec le 
générateur pendant toute la course du piston, la vapeur agit à 
pleine pression ou sans détente. La vapeur agit avec détente 
lorsque, pendant la course du piston, on intercepte la com- 
munication avec la chaudière. Dans ce cas, la vapeur admise 
dans le cylindre pousse le piston en se détendant comme fe- 
rait un ressort. Dans les machines à détente, on nomme course 
d'admission de la vapeur l'espace parcouru par le piston, au 
moment où l'on intercepte la communication avec la chau- 
dière. 

MACHINES A CONDENSATION SANS CONDENSATION. 

Après avoir agi pendant une course, la vapeur est chassée 
du cylindre par le piston quand celui-ci exécute sa course con- 
traire; alors elle se rend, soit dans l’atmosphère, soit dans un 
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espace fermé où se fait à chaque instant une injection d’eau 
froide qui condense la vapeur : dans le premier cas, la machine 
est dite sans condensation ; dans le second cas, elle est dite à 
condensation. 
MACHINES ATMOSPHÉRIQUES. 
Quand la vapeur agit au-dessous du piston seulement, pour 
peu que sa force élastique surpasse la pression atmosphérique, 
elle fera remonter celui-ci ; on facilite ce mouvement au moyen 
d'un contre-poids attaché au balañcier. Le piston étant arrivé 
au point le plus haut de sa course, on condense la vapeur qui est 
au-dessous; alors la pression atmosphérique le fait descendre. 
Ces sortes de machines s'appellent machines atmosphériques. 


MACHINES A HAUTE, BASSE ET MOYENNE PRESSION. 

On sait que sous la pression barométrique de o™,76 , atmo- 
sphère exerce sur une surface de 1 centimètre carré une pres- 
sion d'environ 1 kilogramme (1*,0335); une telle pression 
est ce qu’on nomme une atmosphère. Cela posé, lorsque dans 
le générateur la tension de la vapeur ne surpasse pas une at- 
mosphère et un quart, la machine est.dite à basse pression; 
elle est à moyenne pression, si la tension de la vapeur est com- 
prise entre une atmosphère et un quart et quatre atmosphères ; 
elle est dite à haute pression, quand cette tension surpasse 
quatre atmosphères. 


JEU DE LA VAPEUR DANS LES MACHINES À UN CYLINDRE. 


La machine étant en mouvement, un piston P ( fig. 92), mů 

Fig. 0% par un excentrique monté sur l'arbre 
í de la manivelle, fåit mouvoir une pièce 
F qu'on nomme tiroir, de telle sorte 
que lorsque le piston P est‘au bas de sa 
course, le tiroir s'élève en laissant à 
découvert le conduit par lequel la boite 
à vapeur c communique avec le cylin- 
dre C. Alors le piston poussé de bas en 
haut remonte et chasse devant lai la 





vapeur qui est refoulée d’abord sous le tiroir T, d'où elle se 
/ 
14 
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rend dans le condenseur ou dans l'atmosphère, Quand le 
piston est arrivé au point le plus haut de sa course, le tiroir 
s'abaisse, et prend la seconde position marquée sur la figure. 
A ce moment, il met à découvert le tuyau qui fait communi- 
quer la boite à vapeur avec da partie supérieure du cylindre, 
et ferme la communication inférieure ; alors la vapeur, qui 
arrive de la chaudière ‘dans la boite à vapeur, passe de là au- 
dessus du piston pour le faire descendre, Pendant le mouve- 
ment descendant, celui-ci refoule encore la vapeur sous le 
tiroir, d'où elle se rend soit dans le condenseur, soit dans 
l'atmosphère. On voit que le tiroir ouvre et ferme alternative- 
ment les communications de la boîte à vapeur avec le cylin- 
dre, tandis qu'il recouvre constamment le conduit de décharge. 


La 


JEU DE LA VAPEUR DANS LES MACHINES DE WOLFF. 


Dans les machines de Wolf, deux pistons sont liés avec le 
même balancie r et montent et descendent en même temps, 
commençant et finissant leur course au même instant. La 
machine étant en mouvement, un excentrique monté sur l'arbre 
de la manivelle fait monter et descendre une tige p (fig.93), 

Fig. 93.. à laquelle sont reliées 
deux autres tiges, fai- 
sant mouvoir les deux 
üroirs T et T’ dans 
deux boites à vapeur 
quicommuniquent par 
un tuyau f{. La va- 
peur arrive . d’abord 

' dans de petit eylindre 

où elle se détend en 
partie; de là elle se rend dans le grand, où elle continue à se. 
détendre pendant toute la course du piston. 

Ainsi la vapeur arrive du générateur par le tuyau G et se 
rend üans la première boîte à vapeur; de là, et d’après la po- 
sition actuelle des tiroirs, elle va dans la partie inférieure du 





cylindre C, et pousse de piston de bas en haut, Le piston P 
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en remontant refoule la vapeur supérieure qui se reñd sous 
le tiroir de la première boîte; de là elle passe dans la seconde, 
et de celle-ci dans la pargie inférieure du grand cylindre où 
elle sollicite le piston à monter. Pendant ce mouvement, la 
vapeur qui se trouve au-dessus du piston, dans le cylindre C’, , 
va sous le tiroir de la seconde boîte à vapeur, et de là , par le 
tuyau de décharge, elle se rend soit dans le condenseur, soit: 
dans l'atmosphère. Quand les deux pistons sont arrivés à la li- 
mite de leur course, la tige p s’abaisse, et les deux tiroirs pren- 
nent la position pointillée marquée sur la figure; alors les 


mèmes faits se reproduisent, mais en sens inverse. 


DESCRIPTION SOMMAIRE D'UNE MACHINE A VAPEUR. 


04. Les machines à vapeur affectent des formes très-di- 
verses, mais toutes ont certaines parties essentielles qui leur 
„Sont communes et que nous allons indiquer succinċtement 


(fig. 94). 





A est le cylindre où la vapeur afflue tantôt au-dessous du 
piston, tantôt au-dessus par le jeu du tiroir qui se meut dans 
la boîte à vapeur, Mquelle communique avec le générateur 


14. 
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d'une fnanière permanente pendant le mouvement de la ma- 
chine. A chaque coup de piston, la vapeur est refoulée dans l’es- 
pace fermé C qu'on nomme condenseur, et où se fait à chaque 
instant une injection d’eau froide. P est une pompe aspirante ` 
et foulante qui retire l’eau et l’air du condenseur ; on la nomme 
pompe à air. La pompeà air amène l’eau'du condenseur dans 
. un conduit d’où elle s'échappe en partie au dehors. ‘Un peu 
plus loin se meut une pompe aspirante et foulante, à piston 
plein, qu'on nomme pompe alimentaire, parce qu'elle refoule 
dans le générateur une partie de l’eau de corrdensation. Enfin 
une troisième pompe, la pompe de puits, qui est censée cachée 
par la pompe alimentaire, amène à chaque instant l’eau qui 
doit servir à l'alimentation de la machine. Le piston F agit 
sur un balancier, lequel exécute autour du point D un mou- 
vement circulaire alternatif. Ce mouvement se transforme 
ensuite en un mouvement circulaire continu à l’aide de la 
bielle B et de la manivelle M. Sur l'arbre de la manivelle est 
+ monté un excentrique EL qui fait mouvoir le tiroir qui pré- 
side à la distribution de la vapeur. Les tiges des pistons des 
diverses pompes sont articulées avec le balancier qui les met en 
mouvement. L'extrémité K du balancier porte un parallélo- 


gramme articulé dont la propriété est de faire mouvoir en ligne 
droite les pistons qu'il commande. Nous donnerons plus tard 
la théorie de ce parallélogramme qui a été imaginé par le cé- 


lèbre Watt, m . 


DIMENSIONS DES CYLINDRES A VAPEUR. 


53. Si, pendant une course du piston , la vapeur était en 
contact avec la plus petite surface que comporte le cylindre 
sous un volume donné, le refroidissement de la vapeur yserait, 
par cela même le plus petit possible, les circonstances exté- 
rieures restant les mêmes; par conséquent, un tel cylindre 
serait le plus avantageux parmi tous ceux de même-volume. 
Pour remplir la condition qui vient d’être énoncée, ¿l faut que 
la longueur de la course du piston soit, à très-peu près, double 
du diamètre intérieur du cylindre. ® . ` 
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* Pour résoudre cette question , nous chercherons d’abord 
quelle est la quantité de surface qu'il faudrait mettre en con- 
tact avec la vapeur, pendant un temps égal à celui d'une 
course du piston, pour que le refroidissement füt le méme 
que pendant une course effective. 

Soit 9 le temps de la course /; partageons cette longueur en x 
parties égales infiniment petites, et nommons € l’une de ces 
parties; nommant aussi T le temps infiniment petit, nécessaire 
pour parcourir €, on aura à la fois | 


(1) ln ht, Var. 
Remarquons maintenant que les intervalles de temps pendant 
lesquels la portion de surface cylindrique répondant à chaque 
élément £, sera en contact avec la vapeur, seront donnés par 


le ai suivant : . 
1°% intervalle..,....... e€, 9, 
2° intervalle... ...... z, 0—r, 
3° intervalle . s.».%.s‘’ s... €, ( 2T, 
nime intervalle. ....... €  O—(n—i)r. 


On peut poser 


I 1 
6 — r= — 9, 0—2:7—=—0,..., 
m m 


m,m’, m”, etc., étant des nombres entiers ou fractionnaires. 
Or il est évident qu’on peut rendre l'intervalle £, m fois plus 
petit, pourvu qu'on rende le temps du contact avec la vapeur 
m fois plus grand ou égal à 9. De même le 3° intervalle € 
pourra être rendu zn’ fois plus petit, pourvu que la durée du 
contact soit rendue m fois plus grande, et ainsi de suite. Par 
conséquent , les éléments cylindriques qui ont pour hauteurs 
respectives 
€ € 8 E 


m° m m” 


supposées en contact avec la vapeur pendant tout le temps de 
la course du piston , refroidiront celle-ci de la même manière 
que cela a lieu pendant la course effective. Donc la surface cy- 
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lindrique intérieure qui aura pour hauteur 
ê E E E 
+= H., 
1 m m m 


mise en contact avec la vapeur pendant toute la duréesde la 
course du piston, produira un refroidissement égal au refroi- 
dissement effectif. /' étant la somme ci-dessus, ‘on aura, en 
remplaçant m, m’, m”, etc., par leurs valeurs, 


remet. pe A mtr. 
0 9 ai 9 








l=- 4 ë 
I 
et, en développant, 
=item (iHa +3+.,.+n—1), 


ou, ce qui revient au même, 


Mais 
I T 
ne=l, nt=ð, donc r=1—i (1—5); 


a - LA . 1 T . + 
négligeant le terme infiniment petit = ļ 3° il vient 
I 


| U= l. 
(a) 


Soient maintenant x le rayon du cylindre, y la course in- 
, connue du piston : la liberté du cylindre étant my, la surface 
convexe cylindrique de l’espace libre sera en contact avec la 
vapeur avant que la course commence; par conséquent, la sur- 
face qu’il faut rendre minima sera 


(3) S—2r2 nay (14+ 2m). 


On aura en même temps pour le volume V du cylindre qui est 
donné 


4) e S væna). 
Eliminant y entre ces deux dernières équations, il vient 


1+ 2m V 


5 = pei 
(3) | i 1 E AE 
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Prenant la dérivée et l’égalant à zéro, on trouve 
D ` 


(6) ` ' k enr alii 
ê- 1 + mn = 

En prenant la dérivée nd de S, on s’assurera sans peine 

que la valeur précédente de x répond à un minimum. Mainte- 

nart, si l’on multiplie par x les deux membres de l’équa- 

tion (4), etqu’on y remplace ensuite x° par sa valeur, on trouvg 

4x 
(7) AEETI C.Q F.D 
i 


* DE LA CHARGE MAXIMÀ. 





56. Pour une course d'admission donnée, il existe une va- 
leur de la charge” (résistance sur les pistons) pour laquelle la 
pression dans le cylindre avant la détente (pression d’admis- 
sion) est sensiblement égale à la pression dans le généra- 
teur. Pour le faire voir, supposons le régime établi, puis sus- 
pendons le mouvement de la machine; et afin que la pression 
dans le générateur ne change pas, faisons écouler, pđr un 
robinet de décharge, une quantité de vapeur égale à celle qui 
se dépense dans l’état normal; enfin, appliquons sur les pis- 
tons une résistance indéfinie. Ayant fermé le robinet de dé- 
charge, si l’on rétablit la communication avec le cylindre, la 
vapeur se précipitera sous le piston; dans ce trajet elle dimi- 
nuera de pression: mais la vapeur continuant d’affluer, la 
pression dans le cylindre croitra graduellement, et deviendra 
nécessairement égale à la pression dansla chaudière, puisque le 
piston reste immobile. Concevons maintenant que l’on diminue 

la charge très-rapidement, mais d’une manière continue; il 
arrivera nécessairement un moment où le piston scra soulevé. 
Dans les premiers instants du mouvement la force motrice sur- 
„passera un peu la résistance; elle imprimera donc aux pistons 
une vitesse croissante, Mais bientôt l'accélération du mouve- 
ment amenant une diminution de pression, l’edort moteur 
décroîtra et deviendra moindre que la résistance si Ja course 
d'admission est assez grande; alors le mouvement se ralentira , 
et ce ralentissement continuéra tant que la force motrice 
restera moindre que la résistance. La pression continuant à 
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croître, surpassera bientôt la résistance, et à ce moment la vi- 
tesse redeviendra croissante, tandis que la forée motrice sera 
décroissante; l'accélération du mouvement se continuera don 
jusqu’ à ce que la pression redevienne moindre que la résistance, 
et ainsi de suite. La force motrice oscillant légèrement de chaque 
côté de la résistance, la pression moyenne dans le cylindre, 
avant la détente, sera égale à cette résistance et très-peu infé- 
rieure à la pression initiale ou à la pression dans le générateur, 
laquelle restera ainsi constante tant que la production de va- 
peur dans la chaudière restera égale à la vapeur dépensée ; 
quant à la vitesse de la machine, elle se réglera évidemment 
sur la quantité de vapeur que la chaudière sera capable de 
fournir. Il suit de là qw ¿l existe ùne charge des pistons pour 
laquelle la pression d'admission est sensiblement égale à la 
pression dans le générateur. Cette charge est dite la charge du 
maximum d'effet. vu 

D'après M. de Pambour (*), pendant tout le temps que la 
vapeur fonctionne dans les cylindres, elle est au maximum de 
densité qui convient à sa température; et si l'on nomme S un 
volume d’eau à 100 degrés exprimé en mètres cubes, F le vo- 
lume de vapeur fourni par S, P la pression en kilogrammes 
qu’elle exerce sur une surface de 1 mètre carré, n etg des 
coefficients constants, on aura 

S 


(1) rer 


Quant aux coefficients z et q, ils ont, d'après le même auteur, 
les valeurs suivantes : 
Jusqu'à deux atmosphères, environ 
n = 0,00004227, 


q = 0,0000000529. 
Au-dessus de deux atmosphères 
| n = 0,0001421, 


q = 0,0000000471. 
— meee e 
(*) M. de Pambour est le premier qui ait donné une théorie exacte de la ‘ 
machine à vapeur. Cet auteur a publié, en 1835, la théorie des machines Joco- 
motives. La théorie de ta machine à vapeur a paru en 1839. 
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Pour calculer la vaporisation d’une machine, on prendra le 
premier système jusqu’à deux atmosphères; le deuxième, au 
delà de deux atmosphères. 

Pour calculer la force d’une machine, on se servira du pre- 
mier système ou du deuxième, suivant que la machine sera à 
condensation ou sans condensation." i 


. 


MACHINES A UN SEUL CYLINDRE. 
FORMULES FONDAMENTALES. 


57. Appelons maintenant : 

l la course du piston; 

l la course d'admission de la vapeur ; 

c la liberté du cylindre; 

a la section droite du cylindre; 

B le volume de la boîte à vapeur en y comprenant la capa- 
cité du conduit que le mécanisme de la détente ouvre et ferme 
alternativement, ce volume étant diminué du volume extérieur 
du tiroir; 

0 la moyenne des volumes des conduits qui font communi- 
quer la boîte à vapeur avec le cylindre; 

P la pression dans le cylindre avant la détente; 

& la pression derrière le piston; | 

p la pression pendant la détente; 

T la pression à la limite d'expansion : toutes ces pressions 
exprimant des kilogrammes et étant rapportées au mètre carré. 

Cela posé, on remarquera qu'après chaque coup de piston 
il reste ( fig. 92) : 

1°, De la vapeur à la pression w dans l'espace libre ac du 
cylindre, ainsi que dans les tuyaux 6; 

2°. De la vapeur à la pression n’ dans la boîte f. 

Alors la vapeur admise dans le système distributeur, par 
l'orifice que le mécanisme de la détente ouvre et ferme alter- 
nativement, prendra des volumes qui auront pour valeurs : 


A la fin de l’#dmission | °. : 
y i n+qo n+ qo nqr 
= l E T E 2 e Di OEERr re ESS Se HE 
(1) S'=a(l'+c)— ac RE + 9 SE PT PEET 
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S“ étant aussi le volume de vapeur pendant la détente, et 
quand le piston est à la distance z de l'extrémité du cylindre 
par où arrive la vapeur, on aura. pareillement 


(a) S= as — ac IT +6 HIS ppg u p EEIT, 
R+ IP Rgp nagp 


Enfin, si l’on désigne par S le volume d'eau capable de pro- 
duire Ñ sous la pression d'admission P, on aura, en supposant 
nulles les condensations pendant la détente, 


| n EEA. EA se 
(3) j n + qP + 
res 
= —— ) 
p + gp 

d’où l’on tire 
(4) EN, -i (Z= r) n 

P T g” q q 


En substituant dans cette équation les valeurs précédentes de 
S et de S”, on trouve 


l'+ac+f$ +0 n 


Si Pon fait, dans cette équation, 
z= l-+c, 
il vient, pour la valeur de la pression à la limite d'expansion, 


E À al' + ac + B0 n 
GI z ea a ea q 


COURSE D'ADMISSION DU MAXIMUM D'EFFET. 


Si dans cette équation on fait  — w, on aura, pour dé- 
terminer la course d'admission qui fait sortir la vapeur sous la 
pression ©, | | 
(9) al +ac+8+6 n+qu 


* 
al+ac+f6+8 mere) ). 








(*) Cette course d'admission diffère très-peu de la course d'admission du 
maximum d'effet analytique. 
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Nous ferons remarquer, en passant, que l’on ne doit pas 
faire sortir la vapeur de la machine sous une pression infé- 
rieure à celle qui s'exerce derrière le piston; car si pour une 
machine à condensation, par exemple , on prenait pour w une 
valeur moindre que la pression ordinaire dans le conden- 


4 


seur (environ 7 d'atmosphère) » la vapeur de celui-ci vien- 


drait, après chaque course, se condenser dans le cylindre. 
Donc en faisant sortir la vapeur sous la pression qui s'exerce 
` derrière le piston, on épuisera, à très-peu près, toute la force 
motrice du fluide élastique. Alors pour la méme dépense 
on aura plus de force, et réciproquement, moins de dépense 
pour la méme quantité de force. 

Il arrive ici , relativement à la pression, ce qui a lieu pour 
la vitesse dans une roue hydraulique. Il est évident que si l'eau 
sort sans vitesse des aubes de celle-ci, elle lui aura transmis 
toute sa force motrice. 

Nous appellerons course d'admission du maximum d'effet, 
la course d'admission qui fait sortir la vapeur sous une pres- 
sión égale à celle qui s'exerce derrière le piston. 


TRAVAIL DE LA VAPEUR. 


*Remarquons maintenant que le travail de la vapeur, rela- 
tif à une course du piston, a pour expression 


| lc n 
aRI=arl+ | ap'dz— al (24). 
q 
€ 


Effectuant les intégrations, on trouve, après tous calculs faits, 


l aRi= ( +P) [ar + (al + ac+ 8 -+0)log 
(8) « | 
n 
| — al (= —- a) . 
q 
Cette équation fera connaître l'effort moyen aR transmis au 
piston ou la charge de la machine. 


al+ ac + $ +6 
al + ac + 8 +0 


Soit N le nombre des courses en une minute: le travail (en 
kilogrammètres) relatif à cet intervalle de temps aura pour va- 
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\ k f; c 
TÆN K +P) [ars (al + ac + B +0) log Pere] 


al'+ac+8+0 
{ 
—aiN ( + p). 

gq 


En divisant ce résultat par 4500, on aura la forcé de la ma- 
chine en chevaux. 
VAPORISATION MÉCANIQUE. 
Nommant S la vaporisation en une minute, on a d’abord 
S=N(n + qP)S'; 


remplaçant S’ par sa valeur (1), il vient 
(10) S=N (+g P) (al'+ac+B+0)—N[(ac+ 0)(n+g0)+B(n+g7')) 


Si dans cette équation on remplace (n+ gn’) par sa valeur tirée 
de la relation (6), on trouve 


al'+ac+f$+0 


ane dé à a 2 


N (ac+86)(n+q). 
On peut, sans inconvénient, réduire cette formule à son pre- 
mier terme. 

MACHINES LOCOMOTIVES. 


Soit V la vitesse de translation par minute; R étant le rayon 
d’une roue motrice, on aura évidemment 


vV 


zR’ 


V=rRN, d'où N= 


substituant cette valeur dans l'équation (9), et doublant le 
résultat à cause des deux cylindres, il vient 


y 
(se) 
q 


7 rR 


(12) x | af + (at + ac + B+ 8) log 


TEE ES 
al +ac+fp +0 





MACHINES À VAPEUR. 221 


Soit F l'effort de traction de la machine, ou la résistance du 
train parallèle à la voie, on aura 


Ta = FV, 
et par suite 


A AE» 
r= (2+ e) 
oM x< [ar + (ar + ac + 840) log PRE | 


2al ee . 
—— ss — TT a . 
à rR \q 


On voit que pour la méme pression d'admission , la charge 
F est en'raison inverse du rayon des roues motrices. 





ee 


al + ac+f$ +0 


.  Pareillement, si dans la formule (11) on remplace N par sa 
valeur ci-dessus, et qu’on résolve ensuite l'équation résultante 
par rapport à V, on trouve 





U) VælrR 75 tee da . 
2 (n + q P) (al ac + 8)(al'+ ac +- B + 0) — (ac + 8)(al+ ac + 8+0)(n+2q 5) 
Cette équation fait voir que la vitesse est proportionnelle à la 
vaporisation et à la grandeur du rayon des roues motrices, 
la pression d'admission restant constante. 
Comme dans les machines locomotives le tiroir ordinaire- 
ment fait lui-même détente, on devra supposer = o, ce qui 
fera disparaitre de la formule ci-dessus le facteur al + ac + 8. 
On pourra aussi supprimer sans inconvénient le deuxième terme 
du dénominateur. 


CALCUL DUNE LOCOMOTIVE. 


Si Pon prend, par exemple, 


a—=o"4,04, l= 0®,ģo, c—=o",o4, p = 4 = 4134o", 
g= 1m — 10335, R= 1", S= 0™,02, n= ġ,0001421, 
q = 0,0000000471, 


on trouve, en négligeant 8, et supposant l = /, . 
Ta = 61,64, 
F = 315kil,814, j 


= 838",423 ou par heure r3lieuts 176. 


— 667 0 mm —- e 
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FORMULES FONDAMENTALES. 


58. Nommons maintenant : 


let l, les courses des pistons du petit et du grand cylindre; 

l'la course d'admission de la vapeur; 

c, c, les libertés des deux cylindres; 

a, a, les sections droites des deux cylindres; 

p le volume de la boite à vapeur du petit cylindre, en y 
comprenant la capacité du conduit que le mécanisme de la 
détente ouvre et ferme alternativement, ce volume étant dimi- 
nué du volume extérieur du tiroir ; | 

B.. le volume de la boîte à vapeur du grand cylindre; en y 
comprenant la capacité du tuyau de communication des deux 
boites ; p | 

@ et 8, les moyennes des volumes des conduits qui font 
communiquer chaque cylindre avec la boite à vapeur corres- 
pondante; 

P la pression d'admission ; 
© la pression derrière le piston ; 

: p' la pression dans le petit cylindre pendant la première 
détente ; . 

p la pression pendant: la détente dans les deux cylindres, 
ou pendant la deuxième détente; 

z’ la pression à la limite d'expansion pendant la première 
détente ; ' 

. 7 la pression à la limite d'expansion pendant la deuxième 
détente : toutes ces pressions exprimant, comme précédem- 


ment, des kilogrammes, et étant rapportées au mètre carré. 
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Cela posé, on remarquera qu'après chaque coup de piston 
il reste (fig. 93) : 

1°. De la vapeur à la pression œ dans l’espace libre a,c, du 
grand cylindre, ainsi que dans le tuyau. 6, ; 

2°. De la vapeur'à la pression + dans la bojte f, ainsi que 
dans le tuyau 6; 

3°. De la vapeur à la pression 7’ dans la boîte £. 

Alors la vapeur admise dans le système distributeur par Pori- 
fice de la détente prendra des volumes qui auront pour valeurs : 

À la fin de l'admission 


nqr 


OE TEE E Te OT a da . 
n+qP 


n+qP n+qP 








TPR 





Pendant la deuxième détente, et quand le piston du petit cylin- 
dre est à la distance z de l'extrémité par où arrive la vapeur, 


A | ~ "+ 

S? =a (1 + PT ET Ce Bei b EP net Re 
D à n + qp 

(2) a A ha E g EN hei ka 

C 2+9P n + qp n + gp 

n+ qo . 
-+ 0, — $ e 
; 'n gp 


On a également, en sůpposant nulles les condensations pen- 
dant la détente, e 
` A S 
= n + qP i 
S 
n+ gp 





(3) 


# 





S désignant encore la vaporisalion mécanique pendant une 
course. De là on tire 


(4) | = (2+p) >72 
S q 


Sybstituant dans cette équation les valeurs précédentes de S’ et 
S”, on trouve 





l 
a(l+2c—s)+a,c, + io (s—c)+0+8,+0, 


Re +-P He EE AE a+0)(5+0 +, S+r)—#(5+3') i 
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Ẹn vertu de la formule (6) du numéro précédent, on a pareil- 
lement, relativement au petit cylindre, 


a aaa 


o= —-- — 


az + B + 9 q 
En faisant dans ces deux formules 


z=l+c, 


ka 


on obtient les pressions aux deux limites d'expansion, savoir : 


(5+e) (alae 8+0)+ lue + 0) (2+0) (+) à 
" mg I n 
G) a a, l+a,c.+ac+6+0, nl 


(8) = (z P) al+ac+B+8 'n 


al+ac+B+8 q 
Si l’on substitue dans la formule (7) la valeur ci-dessus 
đe z’. "on obtient 
(z + P) (al'+ac+8+0)(al+ ac+06)+{(a,e,+0,)(al+ ac+ hB 6) (+ z) 


n 


— -+ 


(9) ąz = (a,l a ct ac+0+0,)(al+ ac + B + 6) | į 


- 
COURSE D'ADMISSION DU MAXIMUM D'EFFET. 


Si dans cette dernière équation on suppose 7 = @, on aura, 
pour déterminer la course d'admission du maximum d'effet, + 


al'+ac+B8+6 n+qu al, + ac + 0 ji 


al+rac+8+6 n+qP al+ac+6 


. (10) 


TRAVAIL DE LA VAPEUR. 


Sořent maintenant &,, et ©’ les travaux moteur et résistant 
dans le petit cylindre, et de mème €’, le travail moteur dans 
le grand cylindre ; le travail résistant dans ce dernier cylindre 
étant oa; l, si l’on nommé R la résistance moyeune totale sur 
les pistons, et À le chemin décrit par son point d’application, 
on aura , relativement à une course, 


(11) RA = Ca + C—C mwah. . 


D'abord, si l’on supprime dans la formule (8) du numéro pré- 


LI 
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cédent, le terme wal, on trouve 


sr |! n 


t = (7 n [] 
(12) ° +p) [ar + (al! +ac +p 0)lo T P r 


` 


` On a ensuite, pour déterminer &,, 


l+c 
E= | apdz. 
€ 


Effectuant les intégrations, et posant, pour abréger, 


n n n n ; 
1= =+e) + 0)+ (54e) +0 (+0) (2+) 
(13) G ESRI q à Ch d 
p=0+68,+ ĝis 
il vient 
'n 'n 
a(l! +c) (5+p) + ae (245) + 
(14) © = al a,l — al 
al+ac+ac+u n 


= ee ee  -— — al. 
X log al+ac+ac+y 9° 


La quantité &,, se déduit sans peine de ©}. En effet, 


En = fard, 





mais 

= = 4 d'où dz, = à dz, 
par suite 
(15) €r = 2 T E a a? €’. 


Substituant ces diverses valeurs dans (11), il vient 


l (9 
j al +{al + ac + B+9)lo og 
Ra=(2+ p) al + ac tac + s 
q + log tÉ; T T re 


al+ac+ac+u 


n al +ac+ac+p 
— | -+o a, l— a,c log ns er) 
q al+ act act yu 


(16) 


al + ac, + ac + p 


À 
T log al+ ac t achy 


Par conséquent, si l’on désigne par N le nombre des courses 
15 
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en une minute, le travail, en kilogrammètres, relatif à cet 
intervalle de temps, aura pour valeur 


al +ac+8+6" 
Sal +ac+f+e 
al+ac+ac+p 
al+ac+ac+y 
al, + a, tete) 


= RP ed 7 
N(+) (a a,c log — tac tati 


: al + {al +ac+f+0) to 
Ta =N È -+P 

1 + log 
(17) 


al + ac, +ac+p 


+ Nì log — PT at Luca 


VAPORISATION MÉCANIQUE. 


Nommant S la vaporisation en une minute, on a d’abord 
S—N(r+qP)S; 
remplaçant S’ par sa valeur (1), il vient 


S =N (n + qP) (al! + ac + Bo) 


(18) — N[(ac + 8)(n+qr)+ B(r+qr')l; 


remplaçant également n + qr, n + gr’ par leurs valeurs tirées 
des équations (8) et (9), on obtient enfin 
(19) sn CEIP +ac+p+0) (al+ac+0)(a,l,+a,c,+0,)—(ac+6)(a,c, +08 ,){al+ac+8+6)(n+18) 
(a,l,+a,c,+ac+0+0,) laipat 8-0) 
laquelle peut être réduite, sans inconvénient, à son premier 
terme. 
CALCUL DE LA CHARGE DES PISTONS. 

Soient R’ et R, les charges des pistons du petit et du grand 
cylindre rapportées au mètre carré. En retranchant successive- 
ment l'équation (14) de l'équation (12), puis la quantité 54,4 
de l'équation (15), on est conduit aux deux relations 


| ı fn al tetit] 
f R’ =- 25 # tel LE LORS 
a j (2+e) [ai +a + ac+f6+0) Bac +540 
(+ (Z +P) + (24 j+ 
ál € — A, Ci + 
(20) | 7 ""\g 
— 4 | al, — al r 
ailit ae + ac -+ p | | 
| xt al+ ae + ac + j i 
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f 


| arro (per) see (ge) 


aR =a,’ al, — al ? 
(21) él ad +ac.+ac+p | 


al+ ac. +ac+u | 


On aura ensuite 
(22) R=aR' +a R.. 


Le point d'application de la charge totale R , sur l'horizon- 
tale menée par le centre du balancier, s'obtiendra sans diffi- 


culté. Enfin, la relation 
(23) Rh—aR'{+aR,l 
fera connaître A. 


INFLUENCE DE LA TIGE DES PISTONS. 


Il est encore un élément dont nous n'avons pas tenu compte 
dans nos formules, je veux parler de l'influence due au volume 
variable que la tige de chaque piston occupe dans le cylindre 
où il se meut. Il est évident, en effet, que les deux coups de 
piston dus à la vapeur arrivant du côté de la tige, ou du côté 
opposé, ne sont pas identiques. Pour avoir égard à ce nouvel 
élément perturbateur, il suffira de remplacer partout | 


fi par a; a te 


a et a, étant les sections droites des tiges des pistons du petit et 
du grand cylindre. | 

On se rendra compte facilement de cette règle en prenant la 
moyenne de chacune des valeurs de S’ et de S” pour deux 


courses consécutives. 
15. 
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EXEMPLE DE CALCUL D UNE MACHINE ÉTABLIE a? 


Données. 
l =”, B: —0%1,04512, 
l =”, o= o™ 004532, 
l = o™,66, 8, = 0"%°,004532, 


r = 0™,20, d'où a —0"1,125664, N =52, 
r, =0",40, d'où a, = 0"1,502654, P = ar ET TTT bai 


á 


c = 0™,0?, | s = —atm = 2170, 
I 


+ 





D ee 
+ . 
n A: 


= o (le tiroir fait lui-même détente), 


"yo 


Au moyen de ces données, les formules (19) et (17) donnent 


pa Las où 7 


z. 
LE 


S = 0" ,0108505, 
Tu = 448129" ou 99° , 584. 


A z z Se 


On a donc, en résumé : 





i 
z ; ; n lit 
Ki Dépense d’eau par heure. .......... is Tor, 
À 
A A l i 
| Charbon par heure (5) environ........ = 108*!!,6, 
P 
je Force totale de la machine. ....... s... = 99%, 584. 
2 | 
|; DER > i 
l; La vaporisation a été calculée en prenant 
a n = 0,0001421 j 
T - = 3017; 
LE, q = 0,0000000471 fq 
i 
5 El La force , au moyen des valeurs 
i 
z | n = 0,00004227 | j 
| q = 0,0000000529 q 799: 
s (*) Cette machin fonctionne à Roubaix, chez MM. M... etC®. 
sid 
$ A 
. i 
kif 
FA | 
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QUINZIÈME LECON. 


DE LA DÉTENTE DU MAXIMUM D'EFFET, 


CALCUL DE LA VAPORISATION. 


59. La formule (7) du n°57 et la formule (10) du n° 58 
font connaître les courses d’admissions qui dans une machine 
à un seul cylindre, et dans une machine de Wolf, font sortir 
la vapeur sous la pression de condensation, ou sous la pression 
atmosphérique quand la machine ne condense pas, et cela 
quelle que soit la pression pendant l’admission de la vapeur 
dans le cylindre. Cette course d'admission , ainsi que nous 
l'avons expliqué précédemment, est à très-peu près la course 
d'admission du maximum d'effet. 

Lorsque l’admission de vapeur est telle qu’il vient d’être 
dit, la vaporisation mécanique d'unemachine à un seul cy- 
lindre est la méme que si, dépourvue d'espaces libres , elle 
travaillait à pleine vapeur sous la pression qui s'exerce der- 
rière le piston. Le méme énoncé convient aux machines de 
Wolf, supposées réduites à leur grand cylindre. Pour dé- 
montrer cette proposition, considérons une machine à con- 
densation. Le piston étant arrivé à la limite de sa course, la 
vapeur a , par hypothèse, la même élasticité que la vapeur du 
condenseur; par conséquent, elle ne pourra d'elle-même se 
précipiter dans celui-ci, puisque la pression y est la même 
que dans le cylindre. Elle sera donc refoulée uniquement par 
le mouvemetñt du piston, lequel ne pourra chasser qu'un 
volume de vapeur égal au volume qu'il engendre, c. Q. F. p. 

Il suit de cet énoncé que la vaporisation par minute sera 
donnée par la formule 


(1) S==Nal(n+ qu). 


L 
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Cette relation convient également aux machines de Wolf, en 
y changeant a et l en a, et h 

La formule ci-dessus est aussi une conséquence des for- 
mules génerales sur la machine à vapeur. 

Le plus ordinairement, l'indicateur du vide marque 60 cen- 
timètres, ce qui répond à une pression, dans le condenseur, 


de t d'atmosphère; on aura donc w = 2176"; prenant en 
même temps 
n = 0,0000422], 4 = 0,0000000529, 
la formule (1) devient simplement 
(2) S = (o™ ,o001 574) al N. 


Si la machine ne condense pas, w = 10335*'!, et la même for- 
mule (1) donne 
(3) S = (0% 000589) al N. 


Si dans les formules (2) et (3) on fait 


al =1™, N=:, 
on trouve : 


Pour les machines à condensation, 
(4) S = o™ 0001574; 

Pour les machines sans condensation, 
(5) S = o™ ,000589. 


Nous ferons remarquer que le résultat ci-dessus , relatif aux 
machines à condensation, est un peu trop fort. En effet, depuis 
0,1 jusqu'à 0*®,5 il serait plus exact de prendre pour 
netg 

n = 0,00009878, g = 0,0000000584. 


A l’aide de ces valeurs, on trouve, pour les mathines à con- 
densation, 


S = 0"%,0001369 ou 13 p. 100 de moins. 
ll résulte de ce qui précède, que sous la détente du maxi- 
mum d'effet répondant à une pression d'admission quel- 
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conque, une machine à vapeur aussi quelconque dépensera , 
par course de piston , et par mètre cube de volume engendré 
en une course, environ 157 millilitres et demi d'eau si elle est 
à condensation. La dépense sera d'environ 589 millilitres 
(un peu moins du quadruple), si la machine ne condense pas. 
Mais il doit être entendu que le volume engendré doit se 
mesurer dans le cylindre où se fait l'expansion définitive de la 
vapeur. 

Quant à la force qu'on obtiendra pour une vitesse et par 
conséquent pour une dépense donnée, elle eroîtra avec la 

. pression d'admission , ainsi qu’on le verra ci-après. 


LIMITES DE LA PRESSION DANS LES MACHINES A UN SEUL CYLINDRE. 


Proposons-nous d’abord de rechercher ce que devient T, 
quand on fait varier P, la vitesse de la machine et la pression 
5 restant les mêmes. l 


Si l’on résout l'équation (7) du n° 57 par rapport à : +P, 
on trouve d’abord 


os (+e) pee: 
q ; al + ac + 8 +0 


à l’aide de cette valeur, la valeur (9) de T,, du même numéro 


devient 
Ta=N (2+0) (al + ac +B +8) 


_ al PAT Eep Nal n 
al + ac+ 8 +9 Éal+ac+8+0) + ns). 


(6) 


Or il est évident que T,„ sera un maximum lorsque la quan- 
tité 
al al +ac+8+8 
Sm ES TRE RS NE 4- lo: 
a+- ac+ 8+0 


e m 


4 Sal +ac+8B+8 


sera elle-même un maximum, ce qui arrive pour l°= o. La 


limite de s + P devient ainsi 

P n n al+ac+8 +0 

(7) — + P= ( a) Rene 2 p+ x 
q q ; ac+ 6 +8 
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Si dans cette équation on néglige 5 +6 en supposant que 
cette somme soit très-petite par rapport à l’espace libre ac du 
cylindre, on aura , à très-peu près, 
| n l 
(8) Put (2+0) 
. q € 
Vu RE : 
Ordinairement les constructeurs donnent à : des valeurs 


comprises entre 15 et 20; d'un autre côté, la pression dans le 


condenseur étant, le plus souvent, de í d’atmosphère, on peut 


supposer & = 21761: prenant en même temps ; = 799, on 
trouye 
(9) P = 61676*"! = 6*™ environ. 

Par conséquent, les machines à un seul cylindre et à 
condensation, timbrées à six atmosphères (*) au plus, et 
marchant à la détente du maximum d'effet, pourront géné- 
ralement développer tout le travail que leur vaporisation 
constante est capable de produire. En général les machines 
sans condensation ne pourront utiliser tout le travail relatif 
à leur vaporisation, puisqu'il faudrait pour cela pouvoir por- 


ter la pression de beaucoup au delà du timbre de la chaudière; 


se , á + 9 
c’est ainsi que pour des valeurs très-petites de p 





> la pression 


limite peut dépasser vingt-deux atmosphères. 


LIMITES DE LA PRESSION DANS LES MACHINES DE WOLF. 


A l'égard des machines du système de Wolf, on tire d’abord 
de la formule (10) du n°58, 


n 'n a, l+ac+6al+ac+8+08 
— TT a "e d) 
( al+ac+0 al'+ac+8+8 





(*) A la rigueur, cette limite doit être portée à hui! atmosphères, car, en pas- 
sant aux nombres, il serait plus exact de prendre pour n etg dans l'équation 
fondamentale (7) du n° 57, 


Au numérateur,..... n = 0,00009878, q = 0,0000000584 ; 
Au dénominateur.... n = 0,0001421, = 0, 0000000471 ; 


ce qui revient à faire usage uniquement du dernier système, en divisant n + g P, 


n ; 
ou hd par 0,8 environ. 
£ 
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Substituant cette valeur de la formule (17) du numéro cité, 
puis exprimant la condition que T„ soit un maximum, on 





trouve 

l 

nn  rotttnttnnges 
Ci : He 


Comme cette valeur de /’ est très-petite, si l’on fait dans l'é- 
quation (10) =o, on aura, à très-peu près, 


n n a,l +ac+9 al+ac+8 +0 
-+ P >= |- 4 5 | mmm —_—_——  —; 
q q al + ac +0 ac+B+9 
et plus simplement, mais avec une approximation moindre, 
n lL fl 
(12) | p=(2+ 0) tt (t4) 2 
q al \c q 


ie al i 
Ordinairement r est compris entre 4 et 5; prenant 
al ; 
al 4 


et, comme précédemment , 


n « 
-= 20, -—=1799, w= 2176", 
€ q t. 
on trouve 
(13) P = 2ģg9101*", ou 24°™ environ. 


Si la machine ne condensait pas, la limite de P serait évidem- 
ment plus grande. De là il résulte qu'une machine de Wolf, 
marchant à la détente du maximum d'effet, ne pourra jamais 
développer tout le travail que sa vaporisation constante est 
capable de produire. 

Mais, dans deux machines de même système , l’une à con- 
densation, l’autre sans condensation ; et travaillant à la dé- 
tente du maximum d'effet, une même quantité d'eau vapo- 
risée produira le méme travail aux limites de la pression, si 
les volumes engendrés par les pistons sont respectivement 
égaux, ainsi que les espaces libres homologues (*). Considé- 
rons, pour fixer les idées, deux machines à un seul cylindre. 





(*) Relativement à la dernière partie de l'énoncé, il suffit que la somme des 
espaces libres soit la même dans les deux machines, quand celles-ci sont à un 
seul cylindre. 
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Nous ferons d’abord remarquer que la valeur (6) de T, 
peut s'écrire sous la forme 


T= N (Z+a) M. 
e q 


Relativement à la machine sans condensation , on aura pareil- 
lement 


T =N’ (Z+) M’. 


Divisant ces deux égalités membre à membre, et observant 
qu'aux limites de la pression M = M’, il vient 


Ta N n+gqo 


a enee à 
T, N r+qo 
Soit S la vaporisation cammune. D'après le théorème dé- 
montré au commencement de ce numéro, 


S=alN(n + q0), 


S = ALN (n + qo); 
de là on tire 


(14) TE, 


puisque par hypothèse les volumes ał, AL engeudrés par les 
pistons sont égaux. Par suite 


Ta = T, C. Q. F. D. 


La démonstration serait la même pour deux machines du 
système de Wolf. 

On voit par ce qui précède, que Ja machine sans condensa- 
tion n'est désavantageuse que parce que la pression ne peut 
y étre portée jusqu'à ses dernières limites. 

Si l’on veut que dans les deux machines, et pour des pres- 
sions moindres que les pressions limites, la mème quantité 
d'eau vaporisée produise le même travail, il suffira d'exprimer 
que les volumes d'admission al', AL’ sont égaux, ce qui exige 
que l’on ait 
. n Lo n Lo] 

(15) TE = aF 3 


les lettres accentuées se rapportant, comme précédemment, à 
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la machine sans condensation. De là on tire 


ngo [nn n 
16 P = — | P j — — 
ai (+ ) q 


En même temps, l'équation (14) donne, pour le rapport des 
vitesses, 


N _n+gqu 


CE = : 
| 7) N’ n+qu - 


Si l'on prend 


u = 2176™, «= 10335ki, -= 799; 


ces deux relations deviennent, en négligeant le deuxième terme 
de la valeur de P, 


(18) P = (0,2672) P’, 
(19) X = 3,74. 


Ce qui fait voir que les deux machines ne pourront produire 
le même travail, avec la méme dépense, qu'entre des limites 
très-étroites. C’est ainsi, par exemple, que depuis 3*‘",7 jus- 
qu'à 10 atmosphères, la machine sans condensation pourra 
marcher à la même force, pour la même vaporisation, que la 
machine à condensation travaillant depuis 1 atmosphère jus- 
qu'à 21,6. 

Dans deux machines de méme système, toutes deux à con- 
densation, ou toutes deux sans condensation , et travaillant 
à la détente du maximum d'effet, une méme quantité d'eau 
vaporisée produira le méme travail, si dans les deux ma- 
chines la pression d'admission est la même, et si les capacités 
homologues du système distributeur sont, respectivement, 
dans le même rapport avec les volumes engendrés par deux 
pistons de même nom. 

Considérons, pour fixer les idées, deux machines à un seul 
cylindre. Je suppose que le rapport 
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soit le même dans les deux machines. Je suppose aussi que la 
vaporisation constante soit égale de part et d’autre, et je dis 
qu'il en sera de mème du travail. 

En effet, de équation 


S =alN (n + q5) =aV¥ (n +q), 
on tire 


A aV = constante. 
La formule (7) du n° 57 donne pareillement 


al’ 
— = constante, 
al 


pourvu que P soit le mème de part et d'autre; donc aussi 
Th = constante, 


car la valeur de T,, peut s'écrire sous la forme 


T_—= aV (2+0) (+ EE) 





al 
al! 
ge mn Aa 
$ al i al v(" 
D net ou erpaul |) 
al al al al 


La démonstration serait la même pour deux machines du 
système de Wolf. 


On peut remarquer que le théorème précédent aura encore 
A 


š X ; a 
lieu, quelle que soit la détente, pourvu que le rapport ET 


soit le même dans les deux machines. Seulement, la vaporisa- 
tion commune variera avec la pression et dans le même sens. 
Il résulte de ce qui précède, que dans deux machines de 
méme système, l’une à condensation, l’autre sans conden- 
sation, travaillant à la détente du maximum d'effet, et dont 
les capacités homologues du système distributeur sont dans 
les rapports indiqués ci-dessus, une méme quantité d’eau va- 
porisée produira le méme travail aux limites de la pression. 


Ce travail pourra étre aussi rendu égal, pour de certaines 
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pressions moindres que les pressions limites. I\ doit être en- 
tendu que les logarithmes qui entrent dans les formules de la 
machine à vapeur sont des logarithmes népériens. Dans la 
pratique, on les supposera des logarithmes vulgaires, après 
avoir multiplié préalablement chacun d'eux par le nombre 


K = 2,302585. 


D'UNE AMÉLIORATION DANS LE RÉGIME ÉCONOMIQUE DES 
MACHINES A VAPEUR. 


La plupart des constructeurs se bornent à copier des ma- 
chines déjà construites. Nous allons montrer, par un exemple, 
ce qu'on peut faire dans cette voie. Dans ce but, je me pro- 
poserai lẹ problème suivant : 

Une machine à vapeur étant donnée, en construire une 
autre marchant à la méme vitesse, et faisant le méme travail 
avec moins de dépense. 

Je prendrai pour exemple la machine à vapeur de M. C., 


filateur à la Louvière-lez-Lille, 


DIMENSIONS DES PRINCIPAUX ORGANES DE LA MACHINE. 


Rayon du petit cylindre............ F0" ig, 

Rayon du grand cylindre........... 7, = 0",276, 

Section droite du petit cylindre...... a = 0"1,0908, 
Section droite du grand cylindre . .... a = 0™1,2303, 
Course du piston du petit cylindre.. .. Z= 1™,06, 

Course du piston du grand cylindre... Z = 1™,521, 

Course d'admission de la vapeur..... =, 

Liberté du petit cylindre. ..... sss.» ‘CES 0,00; 

Liberté du grand cylindre. ......... c, = 0,08, 

Pression d'admission. ........... . P= 3- atm = 36172", 
Pression dans le condenseur. ....... o= £ at = 2176", 


Nombre des courses par minute. .... N = 52. 





(21) 
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Si l'on néglige les volumes des boîtes à vapeur et conduits 
aboutissants, les formules (10), (17), (19) du numéro précé- 
dent, deviennent respectivement 


alin+qs n+ qo 
aia le es hes 
“al n + qP n + qP 


(20) l = — 
al+ ac, + ac 


a, hit are tac) 
al+ a, c + ac 


[r=n( +P) | ar + a lE + e) log + Fet log atanta] 
{ 


-n(2+ o) (ah —a c, log 


(n+qP)a(V+ce)a (L +c) — aa cci (n + q5). 


(22) S=N 
ail + ac + ac 


Si dans les deux dernières formules, on substitue les 
données précédentes, et qu'on se rappelle qu'ici l= 7, on 
trouve les résultats suivants : 


Force totale de la machine. ...... s... s.. = 80%, 565, 


Vaporisation par heure.. .. ....... ie OO, 


En supposant que 1 kilogramme de charbon produise 
6 kilogrammes de vapeur, on a 


Consommation de combustible par heure.. = 103%", 


La machine ci-dessus brûle en 12 heures 15 hectolitres de 
charbon. Or 1 hectolitre de charbon, tel qu'on l'emploie à 
Lille, pèse environ 89 kilogrammes; par conséquent la 
machine de M. C. brûle par heure environ 111 kilogrammes. 
On peut remarquer que ce résultat s'écarte peu de celui fourni 
par le calcul. 

Adoptons maintenant pour la nouvelle machine : 

Les mêmes courses des pistons; 

Les mêmes libertés des cylindres; 

Le même rapport entre les sections des cylindres, et suppo- 
sons de plus que la pression d'admission soit de 5 atmo- 
sphères. 

Si l’on réduit la formule (20) à son premier terme, on trouve 
d’abord 


l'= 0",22n8. 
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On a ensuite, pour déterminer a et a, : 1°. L'équation 
(23) 5 3 
a —Zé6é—=0 : 
mi » 3794 ; 


2°, L'équation (21), qu'on peut écrire sous la forme 





(24) Ma — M'a, = Thn. 
De là on tire 
PAE ETa 
| TM: NM” 


(25) | ne e 
| Ms — M’ 
Mais ici 
s = 0,3794, . 
Ta = 38625430M, 
M = 2690540, 
M’ = 220957; 
partant 
a = 0™1,1920, d'où r —0",234, 
a, = 0™1,4533, d'où r,— 07,380. 
On obtient ensuite par la formule (22) 


Vaporisation par heure...... 448,83, 


Économie d’eau par heure... 171%", environ 27 pour 100. 


On calculerait de la même manière les dimensions des cy- 
lindres d’une machine, marchant à la même vitesse que la 
machine ci-dessus, et qui, pour la même dépense, ferait 
beaucoup plus de force. 
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SEIZIÈME LEÇON. 


THÉORIE DE LA MACHINE A VAPEUR, EN TENANT COMPTE DES 
CONDENSATIONS QUI SE FONT PENDANT LA DÉTENTE. 


60. J'ai exposé, dans ce qui précède, la théorie de la 
machine à vapeur en tenant compte de tous les espaces libres 
“du système distributeur. Mais cette théorie suppose que la 
vapeur n'éprouve pas de condensations pendant qu’elle se 
déteud dans la machine; or cette hypothèse, qui paraît sensi- 
blement exacte pour les machines munies de l’enveloppe de 
Watt, cesse de l’être quand elles en sont dépourvues. Recher- 
cher l’influence de ce nouvel élément perturbateur, tel est le 
but que je me suis proposé dans cette leçon. 


MACHINES A SEUL CYLINDRE. 


Ş' étant toujours le volume de vapeur à la fin de l’admission, 
et sous la pression P, on aura 


nego a jo ottan n+ qr 


l—a(l — — . 
GQ) S'=a(l+c) DAMES Paray M pre à 





S” étant aussi le volume de vapeur pendant la détente, et 
s 

quand le piston est à la distance z de l'extrémité du cylindre 
par où arrive la vapeur, on aura pareillement 


n+ qo TEE Ver de 


(2) S= az — ac > — B ——. 
| n + gp n + qp n + qp 


Enfin, si l’on désigne par S le volume d’eau capable de 
produire Ş sous la pression d'admission P, et par £ un coeffi- 
cient fonction de z dépendant de l’état thermal du cylindre, 
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on aura les deux nouvelles relations 


S 
(3) = T 

P eS ° 
(4) f “neq 


Comme la loi de la condensation de la vapeur pendant la 
détente est inconnue, il nous reste à faire une hypothèse qui 
ne puisse s'écarter beaucoup de la vérité, et il nous a paru 
qu'on pouvait admettre l'uniformité de la condensation pen- 
dant la détente. D’après cela, si l’on nomme s le volume 
d'eau qui résulte de la vapeur condensée en une course, ce 


volume deviendra 


lorsque le piston sera, dans le cylindre, à la hauteur z. Mais 
la quantité de vapeur condensée est aussi équivalente à 


S(1— e); 


égalant ces deux valeurs, et résolvant l'équation résultante par 
` . L $ 
rapport à £, il vient en posant, pour abréger, m = SULT} 


(5) e = I -+ - — — mz. 


` 


On tire des deux équations (3) et (4), 


S /n n 
6 =$ e(2+e) -7 
(6) Fu 5 
Substituant dans cette relation les valeurs (1) et (2) de S' et de 
S”, on trouve 
5 n al'+ac+$ +0 
( - P) az+ B+ 
(7) (aeo) (2+0) (24a) 
q q ; n 
+ (1 — 0) EU 


az+f+0 q 
16 
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et en mettant pour € sa valeur, 
|p = 7 ie ne RP al +a+$+o 
S [— 71 q az+ 8+9 


sl+c 
(8) « S=} as+B+0 


ie (+ p) (a! + ac +B +0) 
| matti stad (+ c)-8(2+r) 


Si l’on fait dans cette formule 


i 





(a+) (2+0) g(Z+ m) 


s= +o, 


et qu'ensuite on remplace m par sa valeur, il vient 


n 
(nee, EE) 
n q al+ac+f$+0 S al+ac+f+0 
q | s B 


I — - manne 
- S ad+ac+8B+e 


Si dans cette équation on ne conserve que le terme multiplié 


+ \ 


n . r ? bd La 
par o + P), et qu'ensuite on résolve l'équation résultante 
q 


« S Li a ` 
par rapport a g’ on trouve a tres-peu pres 


n+qr al#ac+8+0 


PET dm ee 
(ro) n + qP al+ac+B8+0 





nl a 


Ur: à | 
laquelle servira à déterminer g par l'observation de 7’ et de P. 
Si dans l'équation (9) on fait encore n= w, on aura pour 


déterminer la course d'admission du maximum d'effet 


S ac+ B +0 
(11) al'+ac+$+0 n+qu Sal+ac+fp+0 
al+ ac +8490 n+qP 5 | 
TRAVAIL DE LA VAPEUR. 


Remarquons maintenant que le travail de la vapeur, relatif 


THÉORIE DE LA MACHINE À VAPEUR. 243 


à une course du piston, a pour expression 
l+e k 
aRi= apt f ap' de — al (+ o). 
c q 


Effectuant les intégrations, on trouve, après tous calculs faits, 
tes | 


n 
aRi=(%+ p] al+ac+ b+ 0 
lop Mec DORE “AE its 
1 i p Bal +ac++0 


2 +p)(ar o) 
(12) (z ) i Fu o a 
— all +) — - : 
q S n n | 
i ~aet o)(2+a)—p(2+ 7) 
q q 
al'+ac+$+0, al+ac+8+0\ 
El j , 
a(t—!) al +ac+8+0 
Multipliant ce résultat par le nombre N des courses du piston 
en une minute, il vient pour le travail (en kilogrammètres) 
relatif à cet intervalle de temps, 


T=n(î+p) 
q 


. I i 


al +ac+B +0 
-Na (2+0) né 
q S 


EET E 


> 
n i 
Se 
( al + ac + p+ Fe) 
>X< — l 3 





= OOL : ts 
a(l — l') °a'+ac+f8+0 
formule qu’on peut réduire, à très-peu près, à la suivante : 
/ 
Tu = N FE + P) 
q , 
al+ac+B+9 


? d : 0l | RSR re EN ER, 
al +(al + ac +8 + NO race + 5 +0 


— $ (al' + ac +B +0) 


-Nat (24a); 
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En divisant ce résultat par 4500, on aura la force de la machine 
en chevaux. | 
VAPORISATION MÉCANIQUE. 


A l'égard de la quantité S, elle sera donnée par la relation 


ee | S= {r +q P) (al + ac + B +0) — (ac + 0 (n + qo) 
(15 : 
MALE e B (n+ qr). 

Si lon ajoute à ce résultat la valeur de s tirée de l'équation 
(10), et qu'ensuite on multiplie par N, on aura la vaporisation 


mécanique de la machine en une minute, savoir : 


n+qP al +ac+f+0 
(16) eee ER 
\ > —B(r+ gr) 


Négligeant les deux derniers lermes compris entre les crochets, 


il vient à très-peu près 


2(r + qP)(al + ac + 8 + 6) 
— (n + ne 


(17) s=] 


MACHINES DE WOLF. 


| Là 
Dans une machine de Wolf, le volume de vapeur a pour 
valeur, à la fin de l'admission, 





(18) SAT Lee AE BaN EE Ao a bas 8 — LR Lo 
n + qP ‘ n + qP n+ qP 


Pendant la détente dans les deux cylindres, et quand le pis- 
ton est à la distance z de l'extrémité du petit cylindre par où 
arrive la vapeur, ce volume a pour expression 








| “ i iiti 
S =aļll 2e =z] +an t. PEE PURE dl 
| n + qp 
( 19) . MT cat À PPS ER Lee Bu 
n + qp n+ qp i n + qp 
PNR Eu fa 
I Yi ` 


z 4 
n+ qp 
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on a également 








M S 

(20) S = — 

dr nq? 

f sr t (S — s) 

(21) S = — ; 
n + gp 


S ayant ici la mème signification que précédemment, et s 
désignant la quantité de vapeur condensée pendant la première 
détente dans le petit cylindre. Soit aussi s, le volume d’eau 
qui résulte de la vapeur condensée en une course pendant la 
deuxième détente ; si l’on suppose que la quantité de vapeur 
condensée à un instant quelconque, depuis le commencement 
de la course pendant la deuxième détente, soit proportionnelle 
à z, cette quantité de vapeur condensée aura pour expressions 


(1—8) (S — s) 
et 


l4-e 





Si 
Egalant ces deux quantités, puis résolvant par rapport à £,, on 
trouve 


(22) & —=i1— Mm, Z, 


S; 


(S — s) (l+ ¢) 


en posant, pour abréger, m, = + Des deux équa- 


tions (20) et (21), on tire 





AE yY S — s Aip : 
q P— 5%; €; S q J? 


et plus simplement 


3 n S’ (Z+ e) 
_ = — € — s 
(23) aa ə'\z p 


. E S e s A 
en faisant, pour abréger, € = €, "a On a enm mème temps 


k 


(24) == er 
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Posant encore, pour abréger, 


u—0+f +9, 


a(r ornea (ite) (ie) (re) 


puis substituant dans l'équation (23) les valeurs précédentes 
de e, S’, S”, on trouve 


(5) 1+ 
29 _ = 
r P 


S foot = ET TE Pt , . : T aran 
a(l ( -P)+ae. (2+0) (i [e)a +ac+8+-06) (ae+0)( 2+2) s(+)| 
l 
a (l+2 0—8) +a, cH (sc) + 
En faisant dans cette formule 


z=l+e, 


on aura la pression + de la vapeur à la limite d'expansion dans 
les deux cylindres, savoir : 


B (it) (54) at aeeoa, e+-0,) (7 +a) a(1-5) (2+) 


duti 








a lHa, cat 0 t b Ilm laca 0) 





De là on tire, à très-peu près, 


(a7) s+ si =. nt Le al +acn + ac +0 + 6, 
/ Re n + q P al +ac+8 +9 


? 


. ` p e S+s e ' 
laquelle servira à déterminer - par l'observation de x et 
de P. 


Si dans l'équation (26) on fait encore x = w , on aura , pour 





déterminer la course d'admission du maximum d'effet, 


al +ac+B+0 n+qo 
al+ac+B+0 n+qP 





(28) 








(UE — S +5, ac +- 0 Ae FET t TEEL] 


al + ac- 9 S al+ac+9 s+s 
S 


I= — 
| Ge ac + 0 B \ 


Sal + ac + 8-49 al + ac + 9 


r 
C, 
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On peut remarquer que cette valeur de /’ diffère très-peu de 


celle qu’on obtiendrait en faisant s = 0, s, = 0. 


TRAVAIL DE LA VAPEUR. 


Soient maintenant &,, et ©, les travaux moteur et résistant 
dans le petit cylindre, et de même €, le travail moteur dans le 
grand cylindre; le travail résistant dans ce dernier cylindre 
étant © à, l, si on nomme R la résistance moyenne totale 
sur les pistons, et À le chemin décrit par son point d'applica- 
tion, on aura, relativement à unce course, 


(29) RA = Cn + — CG — mail. 


D'abord, si dans la formule (12) on supprime le terme © af, et 


: | , S 
' qu'ensuite on remplace & par z dans le terme facteur de 5? 


on trouve 
f rS { 9 
= GE P) [ar + (ar + ac + B +6)log 2 en BEN D Ph | — “al 
| q 
-;[(2+r) (al + ac + f +6) (a+ (2 +x) — É (z+) | 
S L\9 4 q 
al +ac+fp+0 al + ac +p +9 
x } — Sr eroaa) 
ajl— l) a4- ac + B8 +O, 
Pour déterminer ©. on a 
C'r= fS" apdz. 
Effectuant les intégrations, il vient 


f k 


a(+e)(2+r) + ac, (z+) + À 








= al 
a,l — al 
E Vea D a maa La balaa je __ “l f 
al+aic.+ac+p q a,i — al 


x| (z+ p) (a+ ac + p+) (aeto ( 2+7) e (2+) | 


$ al +a c, +ac+u Si 4 

— lOp ments je mes pers 

X S al+a;c;+ac+u Sle 

s dl gania c) „aidli taci tac ty 


al-+ac tactu 








ail, — al 4 
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La quantité ©”, se déduit sans peine de &, ; en effet, 





€, = Ja; pdz. 
Mais 
€ À l, 
mi ` z= = P d'où dz, = — dz; 
2 — C l l 
par suite 
A, li t+e A 
Pa amn on dz = — G’ 
m al ep sn al 


Substituant ces diverses valeurs dans (29), et multipliant 
ensuite le résultat par le nombre N des courses en une minute, 
on trouve en définitive, pour la force totale en kilogrammètres, 
que la machine développe par minute, 


Ta = N(T+ p) 
q 


{+ ac +6 +0 
Patar SL 
al +(al'+ ac +840) log al Fac +6 +0 
+a(l'+0) log ahtacta+p P 

al +-ac tact p 


—N (+) (atas, log ali + acit = 
q al+ac+ac+p 


XX 


(30) 
+ Nà log alit ac + ac + yp 
al+ ac; ac y 


—N [ + p) (al'+ ac + B+5)-—(ae +0)( +5) +) | 


s al+ac+ac+u al-+ac+84+0, al eee) ; 
a| tog ——— E EP log 60 
S al+ acit act yp a(i— fr) al +ac+f+1, 





s, l Ssi l al+aic.+ac+p c T A ét LOIS a 
SFe Site ail, — al -7 5 al+ac+ac+p 


Si la machine ne détend pas dans le petit cylindre, on fera 
dans cette formule 


La formule (30) peut être remplacée, à très-peu près, par 
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Ja suivante : 
T,=N (= + P) 
4 | 
Le re al +ac+-86 +5 
al +{al +ac+6+6)1og Er EE | 
al, + ac. + ac + p 


ER {at , Ogg , 
v T 1 + (al + ac +$ + © al 4- ac, 4 ac +u | 


é s +5, 
— (al + ac + £ +9) = 
\ 


'n ' al, + ac + act p 
— N |- + a | | al — ac, log ———— h) 
q al- ac,- ac -+ yu 





VAPORISATION MÉCANIQUE. 


A l'égard de la quantité S, elle sera donnée par la rela- 
tion 


(32) S = (n +-gP)(al + ac + 8+8)— (ac +8) (n +qr)— B (n +qr'). 
Si l’on ajoute à ce résultat la valeur de s+ s, tirée de 


l'équation (27), et qu'ensuite on multiplie par N, on aura la 
vaporisation mécanique de Ja machine par minute, savoir 





S—N(: n+qr SE ee ETEA 
(33) a ñn + qP al + ac + 8 +0 
X[(n+qP)(al' + ac + 840) —(ac +0)(n+qr)— Bin + gr')] 


Négligeant les deux derniers termes compris entre les cro- 
chets, il vient à très-peu près 


o. s=n| 


2{n+qP{al + ac+ B +56) l 
— (n+ qr) (a, l+ ac, t+ ac + 0 4+ 0,) 


DE LA MESURE DE LA FORCE UTILE PRISE SUR UNE MACHINE 
A VAPEUR. 


19, PAR L'EMPLOI DU FREIN DE PRONY. 


61. Ce frein consiste en un levier AB (fig. 95) présentant 
en C une échancrure circulaire qu'on applique sur une pou- 


lie de mème rayon, et montée sur l'arbre tournant dont on 
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veut mesurer le travail. Une seconde pièce A’B’, creusée cir- 


Fig. 99. culairement comme la pre- ` 
ET RS 8 mière, s'applique sur la 
Re pplique 
IST partie inféricure de la pou- 


| N |2| lie qu'on serre entre les 
e Faux ci pièces C, A'B/ au moyen 
de boulons, jusqu’à ce que 
la vitesse de la machine et la pression d'admission dans le 
cylindre moteur soient les mêmes que lorsque la machine 
marche avec sa. charge ordinaire, qu'on supprime en tout ou 
en partie pendant la durée de l'expérience. On maintient le 
frein dans une position sensiblement horizontale au moyen 
de poids mis dans le plateau d’une balance. Cette condition 
peut être regardée comme remplie, lorsque le levier AB oscille 
doucement et régulièrement de chaque côté de sa position 
horizontale. Alors le travail absorbé par le frottement sur le 
frein est évidemment égal au travail dů à la résistance sup- 
primée, puisque la résistance artificielle appliquée sur la 
machine produit identiquement le mème effet que la résistance 
qu'on veut mesurer. 

Soit F la résultante des actions du frottement; on a pour 


un tour entier de l'arbre, et en nommant r le rayon de la 
poulie , 
T, = 2rzrF. 


Mais les forces Q et F se faisant équilibre, on a, en nommant 
q le bras de levier du poids total Q qui agit à lextrémité du 
trein, 

Fr= Qg; 


Tu= 27 NQq, 


done aussi 


en désignant par N le nombre de tours de l’arbre en une mi- 


nute. Divisant ce résultat par 4500, il vient en définitive pour 
la valeur de T, en chevaux, 


(1) A K 


Dans la pratique, il faudra joindre aux poids mis dans le pla- 
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teau, 1° le poids de la balance, 2° le poids du levier AB pesé 
à la distance du point d'attache et maintenu dans une position 
horizontal, quand il est librement posé sur la poulie. 


FREIN DE M. THÉODORE BARROIS. 

Si l'on remplace les poids variables par des poids fortement 
boulonnés en B, on aura le frein oblique et à poids constant de 
M. Théodore Barrois. La formule (1) convient aussi à ce frein, 
en prenant pour Q le poids de celui-ci, et pour q la distance 
horizontale du céhtre de rotation au centre de gravité du sys- 


tème. 
29, PAR L'OBSERVATION DE LA PRESSION D'ADMISSION. 


L'opération du frein présente des dificultés pratiques de 
plus d’un genre, mais le plus grand de ses inconvénients 
résulte de ce qu'il faut arrêter le travail dans la manufacture, 
pendant un temps plus ou moins long. On verra ci-après 
qu’une telle opération peut se remplacer par une simple ob- 
servation de la pression d'admission. 

Je considère d’abord une machine à vapeur à un seul 
cylindre. Si l'on supprime une partie de la charge que mène 
la machine, la pression P deviendra P— ð P, N deviendra 
N+ON, Tn se réduira à T,—0T,, et l’on aura, pour 
déterminer dT,, (voir la formule 14 du numéro précédent}, à 
très-peu près | 

! ÊT,= NP 
| al + (al + ac + 8 +6) 


al+ac+B8+0 s 


(2)°* i x log s(a 4+ ac +$ +9) 


| 
l ES N 7 : 


Telle est la valeur du travail utile absorbé par la résistance 
supprimée. 

Je suppose, par exemple, qu'on veuille mesurer la quantité 
de force prise par un atelier de manufacture. On suspendra le 
travail dans cet atelier pendant dix à quinze minutes; on ob- 
servera la diminution de la pression d'admission dans le cy- 


ad+ac+8+6 


lindre en installant sur celui-ci un manomètre convenable, par 


252  SEIZIÈME LEÇON. — THÉORIE DE LA MACHINE À VAPEUR. 


exemple un manomètre Desbordes, et l’on aura d P. On comp- 
tera aussi le nombre des courses du piston en une minute; ce 
nombre, comparé avec celui obtenu avant de débrayer l'atelier, 
fera connaître ðN. Pareillement, l'observation de x’ per- 


á $, 3 o r , 
mettra d'obtenir si l’aide de la formule (10) du numéro pré- 


cédent ; on aura ainsi tous les éléments de la formule (2). 
La formule (31) du numéro précédent donnera pareille- 


ment, pour une machine de Wolf, 
Li 


dTa = NOP 
al+ac +$ +0 
al + ac +8 +08 
ali +ac+ac+p s- =) 
+ log ——— c  — 
al + a,c, -+ ac +p S 


al'+ (al + ac +B + o)(1og 


(3) a 





mn 
N 

Je ferai remarquer, en terminant ce numéro, que le terme 
de T„ qui dépend de la pression w derrière le piston paraît être 
le plus sujet à erreur, car cette pression est probablement sou- 
vent supérieure à la pression mesurée dans le condenseur, ou 
à la pression atmosphérique, suivant que la machine condense 
ou ne condense pas. Or on peut remarquer que cette erreur est 


pour ainsi dire éliminée de la formule du travail utile, à cause 
oN . + ` . t 
du facteur -p qui est toujours très-petit, le régulateur de la 


machine maintenant les variations de la vitesse entre des 
limites ordinairement très-étroites. 

La théorie de la machine à vapeur, telle qu’elle vient d’être 
exposée, est extraite d’une série de Mémoires, que nous avons 
présentés à l’Académie des Sciences, et qui pour la plupart ont 
été insérés dans les Comptes rendus (1). Ces divers travaux 
ont tous été insérés dans les Ænnales de la Société de Lille, 
années’ 1855 et 1858. | 





——# — ee 
(*) Voir les Comptes rendus de l'Académie des Sciences, séances des 20 août 1855, 
14 février, 15 juin, 21 septembre, 12 octobre 1857, 4 janvier 1858, 


ce m6 0 
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DES MACHINES QUAND LEUR VITESSE EST VARIABLE. — PRINCIPE 
DE D'ALEMBERT. — PRINCIPE DES FORCES VIVES. — THÉORÈME 
DE CARNOT. cé 


PRINCIPE DE D'ALEMBERT. 


62. Lorsque des points matériels, liés entre eux d’une ma- 
nière quelconque, sont sollicités par des forces aussi quel- 
conques P, P , P”,... qui peuvent varier à-chaque instant, soit 
en grandeur, soit en direction, ces points ne suivront pas géné- 
ralement les directions des forces qui agissent sur eux, de sorte 
que les variations de vitesse qui auront lieu pendant chaque 
instant infiniment petit seront dirigées suivant des droites 
faisant chacune un certain angle avec la direction de la force 
correspondante. Si l’on désigne par a, a’, a”,... ces varia- 
tions de vitesse, les forces F, F’, F”,..., capables de les pro- 
duire, auront pour valeurs, en nommant m,m',m",... les 


masses des points matériels, 


Cela posé, si l'on applique à la masse m, au commence- 
ment de l'instant +, une force égale et contraire à F, et si l’on 
fait la mème chose pour les masses m’, m”, m”,..., il est évi- 
dent que l’on détruira toutes les variations de vitesses ; alors 
chaque point m se mouvra d’un mouvement uniforme pendant 
l'instant infiniment petit que l’on considère , et il y aura équi- 
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libre entre les forces données et les forces effectives F prises en 
sens contraire de leurs directions. Dans l'instant suivant, la 
même chose aura évidemment encore lieu, et ainsi de suite. 
Donc pendant toute la durée du mouvement d'un système 
matériel, il y aura constamment équilibre entre les forces 
données qui sollicitent les divers points du système et les 
Jorves effectives prises en sens contraire de leurs directions. 
Ce principe est dû à d’Alembert ; il ramène toutes les questions 
de mouvement à de simples questions d'équilibre. 
Le principe de d'Alembert est susceptible d’un autre énoncé. 
Soient P = AC { fig. 96) la force donnée qui agit sur la masse m 
Fig. 96. supposée en À, et Q — AE la force effec- 
tive. Prenant AD— AE et construisant le 
parallélogramme ADBC, la résultante des 
forces P et — Q sera S = AB; et comme 
les forces telles que P et — Q se font équi- 
libre, il en sera de même des forces S qui 
sont les forces perdues. Par conséquent, 
dans tout système matériel les forces per- 
dues se font équilibre pendant toute la 
durée du mouvement. On pent remarquer que les deux forces 
S et Q ont pour résultante P; d’où il suit que /a force perdue 
est la force qui, étant composée avec la force effective, pro- 
duit la force donnée. Ce sont les forces perdues qui produisent 
les réactions qui naissent pendant le déplacement du système 
matériel. 
N 





PRINCIPE DES FORCES VIVES OU DE LA TRANSMISSION DU TRAVAIL. 


63. Puisque les forces données P, P’, P”,..., qui agissent 


sur le système, sont tenues en équilibre par les forces effec- 
À a Ja E N , r ; 
tives m ~=; m'—3 m"—;,... prises en sens contraire de leurs 

«+ T T 64 hd 
directions , on aura, en vertu de l'équation du travail, 


r fi 


l a a 
Pp + Pp 4- Pp”... — meme —m —e —.,.70. 
7 T + 


- 
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P,p',p',... sont les projections faites sur les directions des 
forces des chemins parcourus dans le temps + par leurs points 
d'applications, €,e',«”,..., les déplacements effectifs. Il est 
évident que les travaux élémentaires des forcgs effectives prises 
en sens contraire de leurs directions, sont tous des travaux 
résistants ou négatifs. Soient v,,#,,#,..., les vitesses des 
mobiles m, m',m",...,au commencement de l'intervalle de 


temps pour lequel on calcule le travail, on aura 
Int mor, do Ti, 


et l'équation ci-dessus deviendra 


“# N 


Pp+ P'p'+ P'p"+... = mant m'a'v, + m'a va RER 
Dans l'instant suivant on aura de même 
Pip + Pip, +P p.. = map +m'a,v, + m'anv +... 


Dans le troisième instant, on aura pareillement 

Pip: + P, p, + P} ph... = map + m'a, o, + m'a +..., 
et ainsi de suite, Jusqu'au dernier instant de la période pro- 
posée. Ajoutant toutes ces égalités membre à membre, et nom- 


mant T la somme algébrique des travaux des forces P, P’, P”,..., 
il vient . 
(1) T= mlao A Ao ar a +4 Anrin). 
a 

Le signe È s'étend à tous les points matériels du système, 
n désigne le nombre d'instants + que contient la période pro- 
posée. 

Quelle que soit la trajectoire décrite par chaque mobile, on 


peut la partage? en intervalles infiniment petits tels que de Pun 
à l’autre la vitesse varie d’une même quantité telle que a. On 


peut donc poser 


had AE Aa A3 n’a’ og 
et la valeur de T devient 
(2) T = £ ma (ntn Hnt... + Phi OÙ v); 


mais Vo, V1»Ve,..., SOnt les termes d'une progression arith- 
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métique dont la raison est a et qui est composée de n termes; 
faisant la somme, on trouve 
(o+v)n 


oo Ha +0 


g #2 . 
Substituant cette valeur dans l'équation (2), il vient 
(co+ov)n 


- T = Z ma w. 
2 


Mais na = v — v,, en négligeant le terme infiniment petit a; 


done 

T= - Zan (o — vn) (0 +o), 
et enfin 
(3) T=>3m(P—v}), 


ce qui est l'équation des forces vives, ou le principe de la trans- 
mission du travail, Une quantité telle que mv’ est dite la force 
vive de la masse m. 

* Le calcul intégral fournit une démonstration très-simple 
du principe des forces vives. En effet, l'équation du travail 
peut s’écrire 

dv 
Z2Pp = 2m a 
Mais 


donc 
EPp =I md. 


Intégrant depuis v = v, jusqu’à v, on trouve 


I 
T=zim(e— vs) s 


MOUVEMENT VERTICAL D'UN CORPS. 


64. 1°. Considérons un corps de forme quelconque lancé ver- 
ticalement de haut en bas d’une hauteur donnée, et dont tous 
les points décrivent des droites parallèles. Soient v, la vitesse 
initiale, et v la vitesse du mobile quand il a parcouru l’espace . 
Le travail de la pesanteur étant PA (voir page 69) (P est le 
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poids du corps), on aura 


Ph = = Ini (ot — v? ). 


Mais le facteur (?— v;) est le mème pour toutesdes molécules ; 


on peut donc le faire sortir du signe È, et il vient 
P 


Ph = = (9# — p) Em = (P — 03) =: 


£ 


ra 


d’où l'on tire 

I 
(1) | | ia T 
Si lon résout cette équation par rapport à v, on trouve 
(2) v= y2 gh +v. 
Si le mobile part du repos v, = 0, et l’on a simplement 
4) e = V3 gi. 


Reprenons l’équation (1). Comme dans chaque seconde l’accé- 
lération de la vitesse est g, on aura, après £ secondes, 


(4) es =n + gt; 


substituant cette valeur dans l'équation citée, on trouve 
S r a 1 

(5) h = vit + 38%: 

Si le mobile part du repos v, =0, et l’on a simplement 


(6) ,: . h = = go. 


2°, Soit maintenant un corps lancé verticalement de bas en 
haut, et dont tous les points décrivent des droites parallèles; 
P étant toujours le poids du corps, le travail de la pesanteur 
sera — Ph, quand le mobile aura parcouru l’espace h; v étant 
la vitesse à ce moment, on aura 


? 52 ja 
(v — 1); 


I ' I 
— PA= -5 i a p?) Ie — 
} ` m (1 o?) - 


vz | "y 


17 


258 | DIX-SEPTIBME LEÇON. 
d’où l’on tire 
| I 
(7) dT 
Si l’on résout cette équation par rapport à v, on trouve 
(8) v= yri — 2 gh. 


Comme v doit être une quantité réelle, il faut que 2 gh soit 
moindre que v3, ou tout au plus égal ; on aura donc 


? 
kj 


(9) F 


pour la plus grande hauteur à laquelle le mobile pourra s'é- 
lever. On a en même temps v = 0, ce qui est d’ailleurs évident. 
Reprenons l'équation (7). On a, à un instant quelconque, 


(10) v= n— gt; 
par suite la valeur de À devient 
I 

(11) h = pt — > gè. 

Ce sont les formules connues du mouvement vertical des 
corps. 

MOUVEMENT DES MACHINES QUAND LEUR VITESSE EST VARIABLE. 
65. Reprenons l'équation des forces vives, savoir 


(1) T=- zm (®— 9), 


et mettons en évidence les divers travaux qui entrent dans T. 
Ces travaux sont : | 


Le travail moteur, ss CR osoatsaretrryhelnalMlnyllullnMll e- Ta- 
Le travail développé par la résistance principale ou le tra- 
Val Miacek e SHELL ae PERS g 


Le travail dû aux forces passives, telles que les frottements, 
la résistance de l’air, le défaut de stabilité dessupports,etc.  T,. 


Remplaçant T par sa valeur 


(2) T = Te Ti Th; 
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il vient 


(3) Ta= Ta + To = 2m ei). 

Cette équation fait voir que dans le mouvement d'une ma- 
chine de forme et de nature quelconques, le travail moteur se 
décompose en trois parties : 

L'une T, destinée à vaincre les résistances utiles; 

L'autre T, destinée à vaincre les résistances nuisibles ; 


. + I + ` . . 
La troisième -Zm(s*—1;) est employée à faire varier 
2 i 


la vitesse de la machine. 
Si le mouvement de chaque point matériel est uniforme 
v = v, et la formule (3) devient simplement 


(4) Ta= T. -+ T,, 


de sorte que, dans ce cas, tout le travail moteur se change en 
travail résistant, utile ou nuisible. Cette dernière propriété a 
fait donner à l'équation des forces vives la dénomination de 
principe de la transmission du travail. 


, IMPOSSIRILITÉ DU MOUVEMENT PERPÉTUEL, 


Le mouvement perpétuel est impossible. En effet, suppo- 
sons T„ = 0, T,= 0, et je dis que la machine s'arrêtera. En 
vertu de ces hypothèses, l'équation des forces vives devient 


I 1 
T,— — X mer + - m0. 
2 2 


Or T, croit continuellement, ct par degrés insensibles, jus- 
qu'à devenir aussi grand qu'on voudra. Donc si le mouvement 
de la machine se continue indéfiniment, on aura, à un certain 


moment, 
I 2 
T, — DE z mvi = 0, 
2 
et par suite 
l 
"= pA my’ anme O. 
2 


17. 
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Ce qui exige que la vitesse de chaque point materiel du sys- 
tème devienne nulle; donc la machine s'arrêtera. c. Q. F.D. 

Si l’on compte le travail depuis l'instant où la machine com- 
mence à se mouvoir, jusqu à ce qu’elle s'arrête, on aura 


et l'équation (1) deviendra 
Th To + Tp, 


de sorte que dans cet intervalle tout le travail moteur se 
changera en travail résistant. 

On conclut de là que si à certaines époques le travail mo- 
teur augmente , cet accroissement de travail se mettra en re- 
serve sur les pièces de la machine pour se dépenser plus tard. 

Si l'intervalle pendant lequel on comptele travail commence 
et finit quand les pièces de la machine reprennent la même 
vitesse, on aura 

V E Vo, 
et par suite 
Ta= T.+ T,, 


de sorte que dans cette hypothèse tout le travail moteur se 
change encore en travail résistant. On conclut de là que les 
formules relatives à la machine à vapeur conviennent aussi 
au cas où le mouvement n'est pas uniforme dans l'intervalle 
de temps pendant lequel on mesure le travail, si le piston se 
meut avec la méme vitesse au commencement et à la fin de 
celte période. | 
Si l’on suppose v = o, l'équation des forces vives donne 


Ta—T.— Th = — - Impi. 


Ce qui prouve que, dans ce cas, le travail résistant surpasse 
le travail moteur. Pour bien saisir la signification de cette par- 
ticularité, il faut remarquer qu’on ne peut avoir # = o que 
parce que la force motrice cesse d'agir après un certain temps. 
À partir de ce moment, la machine ayant continué de mar- 
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cher avec la vitesse acquise, a produit une certaine quantité de 
travail qui, en s'ajoutant à T,+T,, a fini par surpasser T. 
Ce travail, produit par la machine en vertu des vitesses ac- 


, 1 + 
. quises , a pour valeur zm v. 


CHOCS DES CORPS EN LES SUPPOSANT DÉPOURVUS D'ÉLASTICITÉ. — 
THÉORÈME DE CARNOT. 


66. Les chocs, ou percussions, ont pour effet d'imprimer aux 
mobiles de très-grandes vitesses dans des temps excessivement 
courts, dont la durée est inappréciable, et pendant lesquels les 
mobiles ne changent pas sensiblement de position. Si, à un 
instant quelconque de la durée du choc, on applique à chaque 
` molécule une force qui, pendant un temps égal à celui qui s'est 
écoulé depuis le commencement du phénomène , imprime à 
cette molécule une vitesse égale et contraire à la variation 
effective. de sa vitesse, il y aura, comme dans le cas ordinaire, 
équilibre entre ces forces et les forces motrices données qui 
sollicitent le système. Il est aussi évident que pendant toute la 
durée du phénomène, on peut regarder comme constantes les 
forces motrices ordinaires. Cela posé, soient K la vitesse à la 
fin du choc, K, la vitesse au commencement du choc, et la 
résultante de la vitesse K, et de ‘la vitesse K prise en sens 
contraire de sa direction. Je dis qu'on aura 


(1) 2m(K—K?)+imé= o. 


Soient A, B, C eta, b, cles composantes des vitesses K, et K 

(fig. 97) décomposées parallèlement aux axes des coordon- 
| Fig. 97. nées et relatives à la molécule m. Adop- 
tons une notation analogue pour les autres 
molécules. Soit aussi P la force qui solli- 
cite m, et nommons JA, 0B,dCetd'A, 
ð’ B, d'C les variations des vitesses À, B,C 


x dues aux réactions développées pendant le 





=r om en 


Ko -. choc, et aux'autres forces qui sollicitent 
le système; dépitint 0 la durée du choc, on aura pour les 
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composantes de la force capable de détruire les variations effec- 
tives de la vitesse, 
A + d'A 

; r ? 


(2) pas PT, 


C + d’C 
ð 


F, = m 


F, = m 


En appliquant ces forces en sens contraire de leurs directions, 
elles feront équilibre aux autres forces P, P', P”, etc., du sys- 
tème. Les forces pérdues pendant le choc auront donc pour . 
composantes relativement à la masse m , 


t 
Py — m EETA nm (Aat d'A), 
P, — m Zt = ne (B b +B), 
Pme ne = (C— e + dC). 


On aura des résultats analogues pour les autres molécules du 
système. 

Projetant sur ces forces le chemin infiniment petit décrit 
par chaque point m, dans Pinstant qui suit la fin du choc, et 
nommant dx, dy, Ò z, etc., ces projections, il vient 


(3) 2Em((A—a+d'A)02-+(B—b+2Bdy+(C—e-+d'C)3e] =0. 


Or on peut supposer que la durée du choc est la méme pour 
chaque molécule; donc le facteur 0 est commun à tous les ` 
termes de la somme. D'un autre côté, les forces motrices, autres 
que les percussions, ne produisent des variations sensibles de 
vitesse que dans des temps appréciables; il en résulte que les 
termes d'A, ð’ B, 9’C sont insensibles par rapport aux varia- 
tions de vitesse d A, dB, dC dues aux chocs ; par suite l'équa- 
tion (3) devient 


(4) 2m[(A—a)ôr+(B—b)8y+(C—c)3z]=0. 
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Mais 
zr =ar, dy—=br,, z= cr; 
donc l'équation ci-dessus prend la forme 
(5)  zm[(A—a)a+(B—#)b+(C—c)e] = 0. 
.Développant, on trouve | 
(6) Em(a+ b+ ¢)= èm (Aa + Bb + Cc). 
Mais on a identiquement 
Em[(A— a) +(B—b}+(C—c)]—z2m(A'+ B+ C) 
+im(a+ b+c)—25m(Aa + Bb + Ce). 
Substituant dans cette équation la valeur ci-dessous de 
| | 2m{(Aa<+Bb+Cc), 
il viènt | 
Em(a+ b+c)—z:m(A + B- C) 
+Eim[(A—a)}+(B—b}+(C—c)}]=o. 
Mais , 
A+B+C=K;, a+b+c=Kk;, 
[(A — a) + (B — b} + (C— c} ]= u; 
donc enfin 


Im(K’—K?)+ mu! = o. €. Q. F. D. 


La démonstration précédente est peut-être un peu compli- 
quée. En voici une autre plus simple, déduite de celle que 
M. Bertrand a donnée d’un théorème de M. Sturm, plus géné- 
ral que celui de Carnot (Comptes rendus de l’Académie des 
Sciences du 15 décembre 1856). 


Le triangle intermédiaire de la fig. 97 donne 
Ki =K?’ 4+ w — 2Kucos(K, u). 
Multipliant les deux membres de cette égalité par m, il vient 
| mK? = m K? + mu — 2 muK.cos(K, u). | 
Pour üne seconde molécule m’ on aurait pareillement 


m K”? = m K? 4 m'u” 2m w K'cos(K', w), 
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et ainsi de suite. Ajoutant toutes ces égalités membre à mem- 
bre, on obtient 


Em(Ki; —K')— Imu’ — 23 muK cos(K, u). 


Soit F une force contraire à u et capable de produire cette vi- 
tesse dans le temps @ de la durée du choc, on aura 


Fm d'où mu = Fô. 


. Par suite, l'égalité ci-dessus devient 
Em(K, — K')=2:mu— 22FK6 cos (K, «). 


Mais KG cos(K , u) est la projection faite sur F du chemin K 6 
décrit après le choc dans le temps @ par le molécule m; par 
conséquent FK5 cos (K, u) est le travail de'la force F dans le 
temps 8 ; donc ZFK6 cos (K , u) représente la somme des 4ra- 
vaux élémentaires des forces F pour les divers éléments du 
temps 8; et comme chaque somme en particulier est nulle, il 
en résulte | 
2FK6cos(K,u)—0o, 

alors légalité ci-dessus devient 

Im(K} — K?) = zmu. E c. Q. F. D. 


DES CHOCS DANS LES MACHINES. 


Recherchons maintenant le travail développé pendant un 
temps donné quand il y a des chocs dans les machines. Soient 
toujours v et v, les vitesses qui ont lieu au commencement et à 
la fin de la période que l'on considère et pouvant comprendre 
un ou plusieurs chocs ; supposons-en un seul pour plus de sim- 
plicité. Adoptant les’mêmes notations qu’au n° 65, désignant 
de plus par © le travail dů aux forces qui naissent de la per- 
cussion, nous aurons toujours | 


(7) Ta— T, Ty 6 = Emo 03). 
Mais 


(8) €= -1m (K'— Ki); 


DES MACHINES QUAND LEUR VITESSE EST VARIABLE. 265 
donc 
JF- , AROA O I ; 
Tu — Ta — P— 2 Em (e° — v) + á Em(K; — K?). 


Or, en vertu du théorème de Carnot, 


E2m{K;, — K?) = > mu, 
par suite ' 


(9) Tn— Tu—T => 2m(#—vi)+ zme. 


S'il y avait plusieurs chocs au lieu d’un seul, Je premier 
membre de l'équation (7) s’augmenterait d'un terme tel que & 
. pour chaque choc; transposant ensuite ces termes au deuxième 
membre, et remplaçant chacun d'eux par sa väleur, on intro- 
duirait dans ce déuxiëme membre, pour chaque choc, un terme 


tel que Emi. Donc l'équation (9) sera générale si le signe 2 


‘du dernier terme s'étend, non-seulement à toutes les molé- 
cules qui éprouvent des percussions, mais aussi à toutes les 
percussions. | 

Supposons maintenant qué la machine partant de la vitesse 
v arrive sans choc à la vitesse v; on aura, en nommant T, le 
travail résistant brut, ` 


1 
Ta—T,= 2m 0). 
Mais quand il y a des chocs 
Ta Tee à 3m (v — 3) += mu; 


retranchant ces deux équations membre à membre, on trouve 


| Re 
(10) T —T, =- mw. 


w 


- Ce qui montre que les chocs occasionnent des pertes de travail 
qui peuvent être considérables. 

Si, par exemple, u a la même valeur pour toutes les molé- 
cules, l'équation (10) devient 
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CHOC DE DEUX SPHÈRES NON ÉLASTIQUES. 


Soient deux sphères en mouvement sur une ligne droite, et 
dont tous les points décrivent des droites parallèles à la ligne 
des centres; m et m étant leurs masses , v la vitesse commune 
après le choc, v, et v, les vitesses respectives avant le choc, on 
aura, en vertu du théorème de Carnot, 


m (v — o) m (P — o) mho — n) H m (o — v) =0; 
réduisant et résolvant par rapport à v, on obtient 


mv, + me, 
DZ ————— 


(13 
(13) m -+ m 


. Si la masse m’ est au repos, la vitesse commune après le choc 
sera 





(12) = - Po. 
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THÉORIE DES MANIVELLES ET DES VOLANTS. 


DÉFINITIONS DES MANIVELLES. 


67. Une manivelle consiste généralement en un bras de le- 
vier tel que OA (fig. 98), monté sur un arbre Q, auquel il, 
Fig. 98. transmetun mouvement de rotation. L'ex- 
trémité À de la manivelle s'articule avec 
une bielle AB, laquelle fait tourner la 
manivelle pendant qu’elle-mème exécute 
un mouvement oscillant de va-et-vient, 
qu’elle reçoit du moteur, comme par 
exemple du piston d'une machine à va- 
peur. Si la manivelle n’a qu'un bras, elle prend le nom de 
manivelle simple; elle s'appelle manivelle double si elle a. 
deux bras sur chacun desquels agit la force motrice, et ainsi de 
suite. La longueur de la bielle étant généralement cinq à six 
fois plus grande que celle de la manivelle, il en résulte que, 
dans toutes ses positions, la bielle est très-peu inclinée sur la 
tige du piston, de sorte que nous pourrons la regarder comme 
étant toujours à très-peu près parallèle à elle-même, et par 





conséquent dirigée suivant la verticale, 'si le piston -est lui- 
mème vertical. En second lieu , quoique la force motrice qui 
agit suivant la bielle soit généralement variable, nous la regar- 
derons comme constante, ou plutôt nous la remplacerons par 
une force F qui, pour chaque révolution ou demi-révolution-de 
la manivelle, fasse le mème travail que la force motrice vraie. 


MANIVELLES SIMPLES A SIMPLE ET A DOUBLE EFFET. 


Lorsque la force motrice n’agit sur la manivelle que pendant 
une demi-révolution de celle-ci, la manivelle est dite 4 simple 





268 DIX-HUITIÈME LEÇON. 


effet. Elle est à double effet lorsqu'elle agit dans un sens pen- 
dant une demi-révolution, et en sens contraire pendant l’autre 
demi-révolution. 


MANIVELLES SIMPLES A SIMPLE EFFET. 
CALCUL DE LA RÉSISTANCE. 


. Soient O (fig. 99) l'arbre que fait tourner la manivelle, ct 
mm la direction de la force motrice F qui agit à l’aide de la 
Fig. 99. bielle sur le bouton m. Sup- 


montée sur l’arbre de la ma- 
nivelle, tournant dans le sens 
de la flèche, et transmettant 
son mouvement à une autre 
roue ©’, qui fait tourner un 





autre arbre sur lequel sont 
montées les poulies de tränsmission. Cette roue O’ oppose au 
mouvement de la roue motrice une résistance que j'appelle- 
rai Q, et comme le mouvement de la roue motrice doit être 


périodiquement uniforme, il faudra que, pour chaque révo- 


lution, le travail de Q soit égal au travail de F. Nommantr 
le rayon du cercle que décrit le bouton de la manivelle, 7” le 
rayon de la roue ABA’ B’, on aura. à cause que la manivelle est 
à simple effet, 

Qarr'=#f;2r, 

d'où 


(1) | QT " 





TRAVAIL ÉLÉMENTAIRE DE LA MANIVELLE. 


Supposons le bouton enn ; partageons la circonférence abab’ 
en n parties égales infiniment petites, et soit mn = s l’une de 
ces parties; le travail de F, pendant que le bouton de la mani- 
velle décrit l'arc mn, a pour valeur 


GF=F.mp. 


posons une roue ABA'B' 


` 
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Mais les triangles rectangles mnp, OmP sont semblables, 
ayant leurs côtés perplndiculaires chacun à chacun; donc 


en posant, pour abréger, OP = x. De là on tire 


S£ , 
la valeur de GF devient ensuite 
F 
(2) GF = — 


r 


On peut remarquer qu’en a et a',GF =o, puisqu’en ces deux 
points x = 0. Au point b, &F prendra sa valeur maxima, sa- 
voir 


(3) CF = Fs. 


BRAS MOYEN DE LA MANIVELLE. 


Recherchons maintenant sur quelle circonférence il fau- 
drait faire agir tangentiellement la force F, pour que le tra- 
vail produit pendant une révolution, fút égal au travail effec- 
tif de la force motrice. 

y étant le rayon inconnu, on aura 


F.2rzy = F.2r, 

doù l’on tire 

5 
(4) yae 
Ce résultat fait voir que le bras moyen de la manivelle à 
simple effet est égal à la moitié de la distance au point O 
du centre de gravité de la demi-circonférence décrite par le 
bouton de la manivelle. 


TRAVAIL ÉLÉMENTAIRE MOYEN. 


n étant le nombre d’arcs $ contenus dans la circonférence 
aba'b', le travail moyen de la force motrice aura pour va- 


r 
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leur 
F.2r 
C'F = . 
n 
Mais 
+ ` 2RrF 
ns—2rr, d'où nr = | 
$ 
donc 
Z Fs 
(5) C'F = — 


— 
is 


On peut juger maintenant combien est irrégulière l’action 
d'une manivelle à simple effet. Aux points a et a’ le travail 
élémentaire est nul; au point b il est à son maximum, et cette 
valeur maxima s’écarte notablement du travail moyen. Pour 


mieux comparer les divers travaux, nous formerons le tableau 


. ii 
ci-après : 
Travail minimum = 0, 
f Es 
Travail moyen... = — 3 
E T 
Travail maximum = Fs, 


En rapportant ces divers travaux au travail moyen pris pour 
unité, on trouve 

Travail minimum = 0, 

Travail moyen... = 1, 


Travail maximum = 3,1416. 


POINTS DE VITESSE MINIMA ET MAXIMA. 


Si l’on prend OP (fig. 99) égale au bras moyen de la 
manivelle, et qu'au point P on élève la perpendiculaire mm’, 
la plus petite vitesse du bouton de la manivelle aura lieu au 
point m, la plus grande au point m'. 

Soient p la distance à l'axe de rotation de la manivelle d’une 
molécule quelconque m qui tourne autour de cet axe; m’, p' 
des quantités analogues relatives à une autre molécule m’ tour- 
nant autour de l’axe O', et ainsi de suite : v et vo, v’ et v, étant 
les vitesses absolues de ces molécules quand la manivelle est 
aux deux extrémités de l'arc infiniment petit s, on aura, en 
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vertu du principe des forces vives, 


Mais > = —; donc 
Fsxr sr! i A x PRET fa 
a e a A a a — 0). 


Le signe Z s'étend à toutes les molécules qui tournent autour 
de l'axe de la manivelle, le signe X’ à toutes celles qui tournent 
autour de l'axe O’, et ainsi de suite pour les autres axes de rota- 
tions. Soient maintenant w et wọ les vitesses angulaires autour 
de l’axe O, w et w, les quantités analogues relatives à l’axe O’, 


et ainsi de suite; on aura 
tæp MPa, V=pu, v,=pu,.... 


Au moyen de ces valeurs, l’équation ci-dessus devient 


F sz sr' I 1 
——Q—— (0 — 0) 2mp+ (ut — 0) 2m pt... 


Posons enfin O’B'=7,; alors, si l’on observe que la vitesse 
absolue du point B' est la mème dans la roue ABA’ B’ que dans 
la roue O’, on pourra poser 


r ükk t r S r 
r o =r, r a ETO 


et l'équation des forces vives prendra la forme 


F sz sr! 1 , r” 
— — 0 — = - (o — w?) (Imp t — i'm p’? +...) 
de | LL er a ) 
Désignons par ðw la différence des vitésses w et wọ; si l’on 
néglige la puissance du second ordre par rapport à dw,, on 
trouve 
o? — w =E 209009 ; 


et par suite l'équation précédente devient 


Fsxz sr’ ER 
— — Q——= 0, do, | Imp + — 2m pt+...); 
r r | pi 


(6) do — 
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d’où l'on tire, en supprimant les indices ; qui sont maïntenanit 
inutiles, 


F sx sr’ 
TORT 


2 
F 
o (zmp+ = Ym p’+.. ) 


y 


Remarquons maintenant qu’au point a, le travail élémen- 
taire de la force motrice F est nul ; par conséquent en ce point 
ðw <o. À mesure que le bouton de la manivelle s'avance vers b, 


F sr . “ i 2 . 
le terme — augmente, mais dw reste négatif tant que 
r 





donc la vitesse continue à décroître, et cette vitesse atteindra 
sa valeur minima au moment où l’on aura 


Fsxz Qsr' 


r r 





Remplaçant Q par sa valeur (1), on trouve 


r . . . 
Prenons OP = -, et tirons la perpendiculaire mm'. Quand le 
T 


bouton de la manivelle sera en m, celle-ci aura atteint sa 
moindre vitesse. À partir de ce moment, le travail moteur 
surpassant le travail résistant, dw deviendra positif et la vitesse 
croitra'; de plus cet accroissement de vitesse continuera jusqu'à 
ce qu’on ait de nouveau 

Fsr  Qsr' r 


= >» d'où z= 5 
r r T 








de là il suit que la manivelle aura atteint sa plus grande 
vitesse au point m'. À partir de ce moment dw redeviendra 
négatif, et la vitesse décroîtra jusqu'au point m où elle attein- 
dra de nouveau se valeur minima, et ainsi de suite. 
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MANIVELLE A DOUBLE EFFET. 
CALCUL DE LA RÉSISTANCE. 


68. Soient toujoursO ( fig. 100) l'arbre que fait tourner la ma- 
Fig. 100. nivelle, et nm! la direction 
de la force motrice; la résis- 
tance an mouvement étant 
Q, on devra avoir, en adop- 
tant les mêmes notations 
qu'au numéro précédent, 





Q.2rr = 4Fr, 
d'où 
S 2 Fr 


(1) Q=— 


Tr 





TRAVAIL ÉLÉMENTAIRE DE LA MANIVELLE. 


Supposons le bouton en m et partageons encore en n parties 
égales infiniment petites la circonférence décrite par le bouton 
de la manivelle; s étant toujours l’une de ces divisions, le tra- 
vail de la force motrice, pendant le parcours de l'arc s, aura 
toujours pour valeur 


et l’on peut remarquer que le travail maximum répond aux 
points b et b’ pour lesquels x = r, ce qui donne, comme pré 
cédemment, pour ce travail maximum, 


(3) CF = Fs. 


Nommant aussi s’ l'arc semblable à s décrit par le point 
pendant que la manivelle décrit l'arc s, le travail élémentaire 
résistant aura pour valeur 

EQ= Q; 
s’ r' 4 . 
et comme ~ = —;» l'expression ci-dessus devient 
AS r 


sr’ 
EQ=Q—; 


18 
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remplaçant Q par sa valeur (1), on trouve 


Fs 


(4) D En LES 


BRAS MOYEN DE LA MANIVELLE. 


Recherchons maintenant sur quelle circonférence il fau- 
drait faire agir tangentiellement la force F, pour que le travail 
produit pendant une révolution entière fút égal au travail 
effectif de la force motrice. y étant le rayon inconnu, on 
aura | 
F.2ry = 4Fr, 
d'où l’on tire 
2 


r. 
/ 


(5) y= 


Ce qui fait voir que le bras moyen d'une manivelle simple à 
double effet est égal à la distance au point OÒ, du centre de 
gravité de la demi-circonférence décrite par le bouton de la 
manivelle. 
TRAVAIL ÉLÉMENTAIRE MOYEN. 
n étant le nombre d'arcs $ contenus dans la circonférence 
aba'b', le travail moyen de la force motrice aura pour va- 











leur 
CF 4 Fr 
n 
Mais 
: 277 
ns = 27r, d'où n= : 
5 

donc 

(6) C'F— 2 Fs 


L'action d'une manivelle à double eflet est moins irrégulière 
que celle de la manivelle à simple effet; car on a 


Travail minimum = 0, 
2Fs 


Travail moyen... = 
T 





? 


Travail maximum = Fs ; 
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s 


et, en prenant le travail moyen pour unité, 


Travail minimum = o0, 


Travail moyen... = 1, 


r ra e 1 
Travail maximum = -~z = 1,591. 
2 


Ce tableau fait voir que la différence entre le travail maximum 
et le travail moyen est moitié moins grande que pour la mani- 
velle à simple effet. 


POINTS DES VITESSES MAXIMA ET MINIMA: 


Si l’on prend OP (fig. 100) égale au bras moyen de la mani- 
velle, et que lon construise le rectangle mnm'n', les sommets 
m et n'seront les points de vitesse minima, les sommets m', n 
les points de vitesse maxima. En effet, si l’on adopte la même 
notation qu'au numéro précédent, on trouve d’abord 


E sx sr' 


r r 


(7) a n E 
o (mp e £'m'p+.. 3) 


\ [i 


Or au point a le travail élémentaire de F est nul; donc 
do < o. 


RE F sx 
A mesure que le bouton m s'élève vers b, le terme —— aug- 


mente, mais ðw reste négatif tant que 


Qs, 
? 


r 





Esx 
T 


par conséquent, la vitesse continue à décroitre, et elle atteindra 
sa valeur minima au moment où l’on aura 





18. 
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Par conséquent, la manivelle prendra sa moindre vitesse au 
point m. À partir de ce moment do deviendra positif, et la 
vitesse croitra jusqu’à ce qu’on ait de nouveau 


Fsz _ Qsr’ 
ro Fr 





, 2 
5 d'où z = -r. 
r 


Ainsi le point # sera un point de vitesse maxima. Après, la 
vitesse décroitra jusqu'en n’, qui sera un nouveau point de 
vitesse minima, et ainsi de suite. 


VITESSES DE LA MANIVELLE. 


Si l’on nomme w, la vitesse angulaire quand la manivelle 
est au point le plus bas a, et ù cette vitesse en un point quel- 
conque m, On aura 


a r 1 1 2 2 ds f 1,12 
F.ag — Qr'e—==(v— os) Imp +i mp? +...) 
j i 


l'angle ọ étant compté dans le sens du mouvement de o 
à m. Remplacant Q par sa valeur (1), et observant que 
aq = r (1— cos 9), l'équation ci-dessus devient 


r? 
(a? — o3) (2mp + 3 Z'm'p"+.. ) : 


Fr(1— cosy) — “Fro = 


d'où l’on tire 
| 2 
F — C — — 
2 ri cosp 2a) 


(8) w’ z w, +-- Ae a ef 


2 


F 
Emp? + = X m'p’... 
L 





Si dans cette égalité on fait ọ = +, on aura la vitesse au 
point a’, savoir © = w,. La formule (8) servira à déterminer 
la vitesse de la manivelle au delà du point a, en y comptant 
l'angle ọ à partir de Oa’, toujours dans le sens du mouvement 
et entre les mèmes limites. De là il suit que la vitesse de la 

manivelle sera la même pour deux positions symétriques 

quelconques, relativement au centre O; par conséquent, Zes 
deux vitesses minima sont égales, ainsi que les deux vitesses 
maxima. 
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MANIVELLE DOUBLE A DOUBLE EFFET. 
CALCUL DE LA RÉSISTANCE. 


69. Pour transmettre le mouvement d’un ou deux pistons à 
un arbre tournant O0’, on fait agir ceux-ci sur deux coudes 
(fig. 101) qui font corps avec l’arbre; ces deux coudes, dont 

Fig. 101. l’ensemble constitue la manivelle 
double, sont ordinairement placés 
dans deux plans perpendiculaires. 
Pour étudier le mouvement d’une 
manivelle double, nous projetterons 





ses deux bras sur un plan perpendiculaire à l'axe de rotation, 
comme on le voit dans la figure ci-après. Soient OM, OM’ 

Fig. 102. (fig. 102) ces deux pro- 
jections, O la projection 
de l'axe de rotation, et 
supposons d’abord que 
l'angle MOM’ soit quel- 
conque. Menant le dia- 
mètre À A’ parallèle à la 
force motrice, et nom- 
mant toujours Q la ré- 
sistance au mouvement, 





on devra avoir, en adoptant les mêmes notations que précé- 


demment, 


(1) Q-2r7 = 8Fr, d'où g=" 


TRAVAIL ÉLÉMENTAIRE DE LA MANIVELLE. 


Cela posé, nous examinerons les deux cas où l'angle de la 
manivelle comprendra ou non le diamètre aa’. 


Premier cas. Comme chaque bouton M et M est sollicité 
par la force F, les travaux élémentaires de ces deux forces 


i Fs Fs : . 
auront respectivement pour valeurs — Om, — Om ; par suite 
r F 
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le travail de la force motrice totale sera 


(2) 6 aF = mr. 
r 


Devxitme cas. Supposons que la manivelle ait la position 
NON’; les travaux élémentaires des forces F qui agissent sur 


Fs Fs ; v, 
ses deux bras seront —: On, —- Or. Si on les ajoute, on 
r r 


aurą 


© a= (On + On’). 


Du milieu Å de la corde NN’ abaissons la perpendiculaire ki; 
les deux parties in et in’ seront égales, attendu que ces deux 
lignes sont chaçune la projection de la demi-corde NN’. De là 
il résulte 

On —=Oi+in, 
On'= Oi— in’. 
A joutant çes deux égalités membre à membre, on trouve 
On + On = 20i. 


Substituant cette valeur dans celle deG2F, il vient 
(3) T n Oi. 


Les équations (2) et (3) font voir qu'il y aura deux valeurs 
maxima du travail élémentaire de la force motrice. La pre- 
mière valeur aura lieu quand la corde MM' de la manivelle 
sera perpendiculaire à la direction de la bielle, parce qu'alors 
la projection mm sera égale à la corde elle-mème, la seconde 
quand la corde NN’ sera parallèle à lagbielle, parce qu'alors 
la projection Oï sera égale à Of; il suit de là que les valeurs 
maxima de ces travaux seront, en nommant c la corde MM’: 

Quand la manivelle a la position MOM’, | 


Fs 


Et quand elle a la position NON’ | 


` 


Fr ,,—— 
C 2 F = — Vår — e. 
(5) 2 F e yár c 
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Si l’on prend le rapport de ces égalités . on a 


(6) per travaii _ € 
2° travail yfr e 
Or, si l’on choisit c très-petit, le rapport ci-dessus sera très- 
petit, et la différence des deux travaux relativement très-grande. 
De même, si la corde c est très-grande , le dénominateur sera 
très-petit , le rapport des deux travaux sera très-grand, et leur 
différence relativement très-grande. Donc le mouvement d’une 
telle manivelle sera excessivement irrégulier. Pour éviter un 
si grave inconvénient, il faut choisir une manivelle dont la 
corde rende égaux les travaux ci-dessus. On trouve de la sorte 


e = rV2; 
ce qui prouve que les deux bras de la manivelle doivent 


étre dans deux plans rectangulaires. On a ensuite pour Ta 
valeur maxima du travail 


(7) © 2F = Es y2. 


Si l’on introduit la condition précédente dans les formules 
(2) et (3) qui donnent les valeurs générales dw4ravail élémen- 
taire, on a, en nommant ¿ l'inclinaison. de la corde s sur le 
diamètre serpendicildie i à la bielle, 


mm’ = rcosi y2, Oi => rsini y2, 
et, par suite, 
(8) © 2 F — F scosi y2, 
(9) © 2 F = Fssin¿ y2. 


Mais il doit être entendu que langle č n’est pas généralement 
le même dans ces deux formules. La première convient au cas 
où la corde de la manivelle coupe le diamètre parallèle à la 
bielle, la deuxième au cas où cette corde coupe le diamètre 
perpendiculaire. Dans le cas de l'équation (8), la plus grande 
valeur de í répond à i= 45°; dans le cas de l'équation (9), 
Ja plus petite valeur de j est ¿= 45°. Donc chacune de ces équa- 


280 DIX-HUITIÈEME LEÇON. 


tions donnera la même valeur minima du travail élémentaire, 
savoir : 


(10) CG2F—Fs«. 


Les formules (2) et (3) conduiraient au même résultat. 

En résumé, le travail élémentaire moteur prendra sa 
valeur maxima toutes les fois que la corde de la manivelle 
sera parallèle ou perpendiculaire à la bielle. Il prendra sa 
valeur minima toutes les fois que lu corde fera avec la bielle 
un angle de 45 degrés. 

Pendant que le bouton de l’un des bras de la manivelle par- 
court l'arc infiniment petit s, le point B’ décrit un arc sem- 
blable s’, et l’on a | 

En i sr 


=, d'où s= r 
s r r 





Mais le travail élémentaire de Q a pour valeur © Q = Qö, 
donc aussi 


(11) EQ = —: 


a BRAS MOYEN DE LA MANIVELLE,. 


. Recherchons maintenant sur quelle circonférence ùl fau- 
drait faire agir tangentiellement la force 2F, pour que le 
travail produit pendant une révolution entière fút égal au 
travail effectif de la force motrice. y étant le rayon inconnu, 
on aura 

2F.27ry = 8Fr, 
de là on tire 
(12) y=-rT, 


T: 


ce qui est le même résultat que pour la manivelle simple et à 
double effet. 
TRAVAIL ÉLÉMENTAIRE MOYEN. 
n étant le nombre d'ares s$ contenus dans la circonférence 
que décrit le bouton la manivelle, le travail moyen de Ja force 
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motrice aura pour valeur 


c'r—8Er 
n 
Mais 
Le znr 
ns = 2nrr, d'où n=; 
donc 
(13) CF =Í Fs. 


T 


L'action d'une manivelle double et à double effet est moins 
irrégulière que celle d’une manivelle simple à double effet, car 


on a 
Travail minimum.... = Fs, 
Travail moyen...... = Á Fs, 
T 
Travail maximum... = V2.Fs; 


ou, si l'on prend le travail moyen pour unité, 


Travail minimum... = 0,7854, 


Travail moyen..... 


li 


I, 


Travail maximum... = 1,2732. 


On voit que les différences de ces travaux, pris consécutive- 
ment, sont 0,2146 et 0,2732, lesquelles ne diffèrent que dans 


les unités de l’ordre des centièmes. k 


POINTS DES VITESSES MAXIMA ET MINIMA. 


En adoptant les mêmes notations que précédemment, on 
- aura comme pour les manivelles simples, et en considérant la 
position pour laquelle la corde coupe le diamètre aa’, 


Fs diat Fs 
/ r 
(14) SSSR A 
o (2mp + z Ym p+.. .) 


Remarquons maintenant que lorsque la manivelle a la posi- 
tion bOa', le travail moteur prend sa valeur minima; et 
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I P | 
comme alors cosi = T la valeur précédente de dw devient 
2 


négative. À mesure que le bouton b s'avance vers a’, le terme 


Fs cos : y2 augmente, mais dw reste négatif tant que 
F s cosi V2 si Fs; 
T 


donc la vitesse continue à décroitre , et elle atteindra sa valeur 
minima, au moment où l'on aura 


Fs cosi V2 =$ Fs, 
ce qui donne 
n 2 + ` Q o LA f 
cosi =- y2, d'où i= 25° 48’ 1”,2. 


Multipliant de part et ď'autre par r V2, le premier membre 
devient la projection de la corde sur le diamètre bb’, et l’on a 


á 


(15) rcosi V2 =<r. 
T 


Pour assigner sur la figure la position de la manivelle, je tire 


Fig. 103. 








ju 


\ 


S 
“s 
Diana A F 


i 
= 
= j a 00 ce ce 1m 


Ja corde ba’, puis je décris sur cette corde la demi-circonfé- 
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rence bna’; je prends la corde bn = á r, et je trace du centre O 
T 


unce circonférence tangente à la corde bn; en menant à cette 
circonférence une tangente M’'m’ parallèle à bb’, la projection 
M'P sera égale à bn; par conséquent on aura la position M’ 
de l’un des boutons de la manivelle, laquelle prendra ainsi la 
position M'OM; le point M’ sera donc un point de vitesse mi- 
nima. La manivelle continuant à s'avancer, le travail moteur 
devient croissant, et il continuera à croître jusqu'à ce que la 
corde M'M soit devenue parallèle à bb’; à partir de ce mo- 
ment, le travail commencera à décroître, mais la vitesse sera 
toujours croissante, puisque Jw reste positif, et il en sera ainsi 
jusqu’à ce qu'on aura de nouveau 


a 
cosi = Ž y3. 


Alors la manivelle prendra la position mO m’, etle pointm sera 
un point de vitesse maxima. Le bouton m continuant à s'avan- 
cer et le travail moteur étant moindre maintenant que le tra- 
vail résistant, dw sera négatif; de là il résulte que la vitesse 
de la manivelle sera décroissante. Quand le bouton sera par- 
venu en a’, le travail moteur aura repris sa valeur minima 
Fs. Mais à partir de ce moment, ct pendant tont le temps que 
la corde de la manivelle sera à gauche de aa’, la valeur de do 
sera donnée par la formule 


File te, 
R 





(16) do = FA 
o (z mp? + y X m'p°+. s) 


t 
Or Fs sini y2 continuant à croitre, do restera négatif tamt 
que Fssini y2 <í F s; par conséquent, la vitesse ira toujours 
T 


en décroissant ; elle atteindra sa valeur minima quand on aura 


TE 2 ~ 
sin į = = y2 
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Multipliant les deux membres de cette égalité par r y2, il vient 
(17) PER EL 
FT 


Or le premier membre de cette égalité est la projection de la 
corde sur le diamètre aa’; donc, en menant par le point £’ la 
tangente Mm, on déterminera un nouveau point M de vitesse 
minima. En poursuivant cette discussion, on reconnaîtra que 
les points marqués de la lettre m accentuée ou non sont des 
points de vitesse maxima; ceux marqués de la lettre M ac- 
centuée ou non, des points de vitesse minima. On peut re- 
marquer que les angles tels que d = aOM ont chacun pour va- 
leur 


(18) 4 = 45° — i = 19° 1158",8, 
t étant donné par la formule 


z 2 fa 
cos: = — V2. 
T 


VITESSES DE LA MANIVELLE-. 


Supposons que la manivelle tourne dans le sens indiqué par 
la flèche (fig 102), et considérons le mouvement du bras N 
qui marche en arrière. Nommant ọ l'angle aON lequel sera 
compté de o° à 180°, nous aurons pour le travail de F pen- 
dant que le bouton N parcourt l'arc aN, 


~ 


GF = F.ap = Fr (1— cosp). 


Mais quand le premier bouton N était en a, le deuxième N 
était en b, donc le travail de F relatif au deuxième bouton 
aura pour valeur 

GF = F.0q = Fr sing. 


Ajoutant ces égalités membre à membre, il vient 
G2F=—=Fr(1+ sing — cosy). 


Quant au travail résistant, il a pour expression 


EQ =Q p= Tr. 
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Désignons maintenant par wọ la vitesse angulaire autour 
de l'axe O, et quand le bouton N est au point a; ù étant la 
vitesse angulaire quand le bras de la manivelle est en un point 
quelconque N, on aura, en vertu du principe des forces vives, 


7 
Fr (1+ sing — cose) — t ọFr 
r 


pa 
we] 
Résolvant cette équation par rapport à w, on troùve 


2 Fr(1+sing— cosp — fo) 
(19) + — ———"—<{ 


(2mp z7 X'm'p’+.. .) 


Supposons maintenant que la manivelle occupe la position 
MOM’; le travaux de la force motrice seront 


€F = Fr (1 — cos), 

GF = Fr (2 —sinọ), 
suivant que lon considère le bouton M ou le bouton M’. Ajou- 
tant ces relations membre à membre, on trouve 

& 2 F = Fr (3 — sine — cos ọ). 
Mais le travail résistant a pour valeur 
4 
CQ = - Fr; 

donc 


1 4 l 2 ? dé t m’ m2: 
Fr (3—sing—cosp— À + = > (a—w%) dis) ARRET He m pi.. j’ 


l 
Résolvant cette équation par rapport à w, on trouve 


Fr (3 — sin? — cosy — $p) 
(20) PORC D ET, RO RE 


12 


? ä Im! pì? 
Zmp Ee A :$ +... 
1 


L’équation (19) convient au cas où la corde de la manivelle 
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coupe le diamètre bb’; la formule (20) au cas où elle coupe le 
diamètre aa’. 

Si l’on veut avoir la vitesse du bouton quand il décrit la 
demi-circonférence a’b'a, il suffira de prendre pour o la 
vitesse au point a’, en comptant l'angle ọ ci-dessus à partir de 
Oa', et toujours dans le sens du mouvement. 

Pour avoir la vitesse au point b, on posera 


= ~= R 
? ar? 


et chacune des formules ci-dessus donnera 
w == Op 
Si l’on fait ọ = 7 dans la formule (20), on trouve également 
| w = We 
Au point b" on aurait de même 
w == Wye 


Ainsi les quatre extrémités des deux diamètres qui sont pa- 
rallèles et perpendiculaires à la bielle, sont les points de vi- 
tesse moyenne. 

Recherchons maintenant si la vitesse de la manivelle est la 
méme aux points de vitesse maxima et minima. 

Pour le point M ( fig. 103), nous avons 


I i 
9 = 7 r — l; 


4 


substituant cette valeur dans la formule (19), elle donne 


2Fr Hat 
(21) Lt SOENE AOA 
(9 t3 


£ 2 2 S/ m! n'1 
mp Tri m p +... 
7 
Au point M’, nous aurons 


ne ES. 


et comme ici la corde de la manivelle coupe le diamètre aa’, 
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il faudra substituer cette valeur de ọ dans l'équation (20). Ce 
qui donne encore le même résultat, et ainsi de suite pour les 
autres points de vitesse minima, Ainsi la vitesse de la mani- 
velle est la méme en chacun des points de vitesse minima. 

Considérons encore les points de vitesse maxima en com- 
mençant par le point m’. Ici nous avons 


substituant cette valeur dans la formule (19), on trouve 


2Fr (siniyz — $1) 
(22) w?— S + ERSE SERERE SA 
: z p ti F t 
Emp'+ z7 2? mp’... 


Relativement au point /n , on aura 


I 
Aa | | 
substituant cette valeur dans l'équation (20), on retrouve la 
valeur ci-dessus, et ainsi de suite. Donc aussi la vitesse de la 
manivelle est la méme en chacun des points de vitesse maxima. 
On voit par la discussion précédente que, pendant chaque 
révolution, la manivelle passe quatre fois par chacune des 
vitesses moyenne, minima et Maxima. 
Si l’on retranche l'équation (21) de l'équation (22), et 
qu'ensuite on fasse disparaître le dénominateur, on trouve 


u 


(23) (c?—w) (2mp n yY mpn )=4 Fr (siniy3 — 4 ) ’ 


ce qui est la valeur de l'accroissement de la force vive du sys- 
tme watériel, pendant que celui-ci passe de sa plus petite à sa 
plus grande vitesse. 

Les quantités telles que Emp’ qui entrent dans les formules 
des manivelles sont appelées moments d'inertie. De sorte que 
le moment d'inertie d'un corps est la somme des masses de 
ses molécules, multipliées respectivement par les carrés de 
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leurs distances à un axe donné. La détermination des moments 
d'inertie est généralement un problème de calcul intégral. 


POIDS DES VOLANTS. 


70. Un volant est une roue massive d’un grand diamètre, 
montée le plus souvent sur l'arbre de la manivelle, et destinée 
à régulariser l’action de celle-ci. Nous supposons que le régu- 
lateur ordinaire de la force motrice assure à la machine un 
mouvement périodiquement uniforme, et il s’agit de renfer- 
mer entre des limites données les variations extrèmes de la vi- 
tesse de la manivelle. Pour cela, reprenons l'équation des 
forces vives 


Ta— T,=- Im (”—o?). 


Nous décomposerons toujours le second membre en autant de 
sommes qu'il y a d'axes de rotations, chaque somme devant 
s'étendre aux molécules de toutes les pièces qui tournent au- 
tour de cet axe, et nous aurons 


1 1 | 
Ta — T, = = Em (0 — pv) Fra +... 


p étant encore la distance à l'axe O (fig. 104) d'une molécule 

Fig. 104. quelconque m, p’ et m’ des 
quantités analogues relatives 
à l'axe O’, et ainsi de suite; 
nous aurons, en nommant 
w, W, etc., les vitesses angu- 
laires autour de chaque axe, 


vÆ po, Pa = P os 





t 1# A E E 
v =pu, Ps ZEP Bip... 


Substituant ces valeurs dans l’équation des forces vives, elle 


devient 


Il L, , E 
Ta— T,= 7/0 a) Imp H om a) M pH 


THÉORIE DES MANIVELLES ET DES VOLANTS. 289 


Posons | 
OB=7r, O'B'=r,; 

on aura, à cause qu’au point B’ la vitesse absolue est la même 
pour les deux roues, 


L 2 
L 
DT OT, D EET 


par suite, l'équation des forces vives devient 


2 > 


(1) Ta—T,= = (o — wi) Emp + 5 (w — og ) I mw p°... 


Nous prendrons pour w, w, les vitesses maxima et minima de 
la manivelle. De l'équation ci-dessus on tire 


s(T,—T,) 


a E ff j 
(o + o ) (sm +22 Xm p+.. ) | 
d’où l’on conclut que la différence des vitesses maxima et 
minima sera d'autant plus petite, que ces vitesses seront plus 
grandes et que la machine sera plus lourde. 

Maintenant nous examinerons les deux casoù le volant sera 
monté sur l’axe O de la manivelle ou sur un axe latéral O’. 

Premier cas. Si l’on résout l'équation (1) par rapport à 
Zmp*, on trouve 

impa LL mt -- a Y m'p’—.... 
i 

Soient Q la vitesse de régime, et z un coefficient de régularité; 
on posera 


d’où 


n r 
(2) mp = — ——> 2 m p’ —.... 
7 r | 


Soit N le nombre de tours que la manivelle fait en une minute, 
19 | 
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on aura 


Q.60—=2r7N, d'où in 
30 


par suite, la formule (2) devient 


45on{(Th — T,) 


r2 N° 








| e r? 
(3) Imp’ = ga Xm p° —.... 
- i 
Or on verra plus loin (n° 72, formule 23) que le moment 
d'inertie d’un anneau cylindrique, dont le rayon moyen est R, 
et dont la jante a pour largeur e (dans le sens du rayon), est 
donné par la formule 


P e’ 
å = -| R? -+> 
F +5) 
dans laquelle P est le poids de la jante; donc 
P e 
$ 1 =| R? A A, 
(4) ie T3 ) j 


en nommant Å? la somme des moments d'inertie du moyeu du 
volant et de ses bras, ainsi que des autres pièces qui tournent 
autour de l’axe de la manivelle. Substituant cette valeur dans 
la formule (3), elle devient 
e 

P e 4&5on(Tu—T,) 7 

— | R+- k’ a 2 0 aua = LM p aeg, 

A ur hs 7° N° RUE ’ 
d’où l’on tire 

7? 
Æ! = S'mn'i 

__ 450 ng (Ta —T,) Á a css 


I i 
mN (R7 e) RL 
4 4 
Si l’on néglige le second terme de cette formule, on aura 
pour P une valeur plus grande que celle qui est nécessaire 
pour régulariser l’action de la manivelle; par conséquent le 
but qu'on se propose sera atteint à fortiori. On peut donc 


P 


prendre pour la formule générale des volants, quand ils sont 
- montés sur l’arbre de la manivelle, 


__ 450 ng (Ta — T, ) 
l 

mN? R?+ — ce? 
(+7 


(5) P 
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Deuxième cas. Si le volant est monté sur l’axe O’ , le terme 
le plus considérable du deuxième membre de l’équation (1) est 
le second terme. En résolvant cette équation par rapport à 
Z'm'p'°, et procédant comme dans le premier cas, on trouve 


__ 45o ng(Tr»—T;)r, 
wN? Rze) 
( 4 


Les formules (5) et (6) montrent que le poids du volant 
est en raison inverse du carré du nombre de tours que fait la 
manivelle en un temps donné, et aussi à très-peu près en rai- 
son inverse du carré de son diamètre. Quand le volant est 
monté sur un axe latéral à celui de la manivelle, ce poids 
est encore proportionnel au carré du rapport des rayons des 
roues de transmission, le rayon de la première roue étant 
pris pour terme de comparaison. 


(6) p 


POIDS DES VOLANTS RELATIFS AUX TROIS ESPÈCES DE MANIVELLES. 


71. Nous avons d’abord dans le cas de la manivelle à simple 


effet (fig.’99) 


Ta = F. mm', T,==Fry; 
FT 





et ensuite 
OP = = = (0,3183)7, 
T 
MP = Vr-5= »9479)r; 
ÿ = 71°26"18" 
et 


2 4 = 2,49366; 
au moyen de ces valeurs T,„ et T, deviennent 
Ta = Fr (1,8958), 
T, = F r (0,7937), 
d’où 
Ta — T,= Fr (1,1021). * 
19. 
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Substituant dans la formule (5) du numéro précédent, on 
trouve 
_ 450 ng (1,1021) Fr 


I 
mN? (+7 e? 
a 


Soit C la force de la machine en chevaux, on aura 


P 


F.2r.N =C X 4500; 
de là on tire | 
2250 C 
—. 


Fr = 





Substituant cette valeur dans P, on obtient, après tous calculs 
faits, ct pour un volant monté sur l’arbre de la manivelle, 


nC 
I 
N° (R+ ai e) 
4 
Dans le cas d'un volant monté sur un axe latéral, la for- 
mule (6) du n° 69 donne évidemment 


(1) P = 1 109013 


2 
(2) P== 1109013 — 11. 
Nê R? + ze) 
E 
Si l'on suppose, par exemple, 
R=3", e=0"20, N16, N= 30, C 40, = 5 
on trouve, par la formule (1), 
| P = 35831kil, 
et par la formule (2), 
Pa 30817" 


Cherchons, de même, le poids du volant quand il doit régu- 
lariser une manivelle simple et à double effet. 
Nous avons dans ce cas (fig. 100) 


e T,=F."#m", Te Fr 4. 


— 
a 
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Mais dans la manivelle à double effet, 


OP — > r= (0,6366)r, mP=(0,9711)r, mm'= (1,5422)r, 
| 4 = 50° 27' 28°, 24 —1,76131; 
. 
par suite , les valeurs de T„ọ et de T,, deviennent 
Tam Frin) T.=Fr(r,12138), 
d'où 
Ta — T, = Fr (0,4209). 


+ 


Substituant cette valeur dans la formule (5 ) du numéro précé- 
dent, on trouve, après tous calculs faits, et pour un volant 
monté sur l'arbre de la manivelle, 


(3) P == 211770 ~a 
N° R? + 7) 
ds 
Dans le cas d’un volant monté sur un axe latéral, la for- 
mule (6) du n° 69 donne évidemment 
(4) P = 211990 —— a 
Eh 


Si l’on suppose, comme plus haut, 


R=3%, e= 0",26, N=—:16, n—30, C= 40, T=; 
on trouve, par la formule (3), 
P = 6842kil, 
et par la formule (4), 
P = 760". 
Cherehons de même le poids du volant quand il doit régu- 
lariser une manivelle double et à double effet. 


En vertu de la formule (23) du n° 68, 


a Ter (snivat: ); 


au moyen de cette valeur, la formule (5) du numéro précédent 
donne 


goog ( sini yā — Íi \ P» P 


P = À 








m? N(R e) 
4 
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Mais dans ce cas 


Fr = (562,5) ©: 


donc 
Le À ? 
go 625 (sini V3 — $ i) NC 
d N° (w+7+) 


Effectuant les calculs, on obtient enfin, pour lé cas d’un 
volant monté sur l’arbre de la manivelle, 


n C 
(5) RP me) 


» 


Dans le cas d'un volant monté sur un axe latéral, la for- 
mule (6) du n° 69 donne évidemment 


(6) P=(a1220,3) — "© 7%. 
N° (2+7 e) 
Si l’on prend encore Eo 
R=39 e= 0"26; N=16, a= 3o; C= Áo; = 

la formule (5) donne 

pP 685M 6; 
On trouve ensuite, par la formule (6) 

P — 761, 


de sorte que le volant ne pourrait comporter le diamètre ci- 
dessus. 

On voit par ces exemples combien les résultats sont diffé- 
rents, suivant le genre de manivelle, et aussi suivant que le 
volant est monté sur l'arbre de celle-ci ou sur un arbre latéral. 


DÉTERMINATION DE L'ÉPAISSEUR DE LA JANTE DU VOLANT. 


La largeur e de la jante étant connue, ainsi que le rayon 
moyen ct le poids, on peut facilement déterminer son épais- 
seur € (suivant l'axe). Pour cela, soient r et 7’ les rayons de la 
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surface intérieure et extérieure de la jante, D le poids d’un 
mètre cube de sa matière, et l’on aura 


P=rD(r—n)e 
Mais R étant le rayon moyen, « 
P r= R+ 2 e, 
2 


1 = 
r=R—-e, 
2 


d'où l’on tire 
r1— P= 2 Re. 
Par suite, la valeur de P devient 
P=2rDRes; 
laquelle, étant résolue par rapport à €, donne 


P 
(7) = nDRe 


Si, par exemple, le volant est en fonte, 
D = 7207". 
Alors si l’on prend comme précédemment, R—3",e—0",26, 


et qu’on adopte pour P la valeur P = 6842“ relative à la ma- 
nivelle simple et à double effet, on trouve | 


e = 0,194. 
REMARQUE GÉNÉRALE. 


Dans ła théorie qui précède, nous avons supposé la résistance 
constante. Mais il n’en est pas toujours ainsi, comme par 
exemple dans les laminoirs. Dans ce cas, il faudra recourir 
aux formules générales (5) ou (6) du n° 69, après avoir, dans 
chaque cas particulier, déterminé ou estimé T„— T,, qui ré- 
pond aux variations extrèmes de la vitesse. 
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DIX-NEUVIÈME LECON. 


DES MOMENTS D'INERTIE. 


72. Le moments d'inertie, comme les centres de gra- 
vité, sont particulièrement du ressort du calcul intégral. Ce- 
pendant quelques-uns peuvent s'obtenir par des procédés 
élémentaires, ainsi qu'on le verra ci-après. 


a 


DÉFINITION DES MOMENTS D'INERTIE. 


Concevons un système matériel quelconque, et une droite 
ou axe ayant une position et une direction arbitraires ; que de 
chaque molécule du système on abaisse une perpendiculaire 
sur cette droite, qu'on multiplie la masse de chaque molécule 
par le carré de sa distance à l’axe, qu’on fasse la somme de 
tous ces produits, cette somme sera le moment d'inertie du 
système relativement à l'axe donné. 


RELATION ENTRE LES MOMENTS D'INERTIE RELATIFS A DEUX AXES 
PARALLÈLES. 


Quand on connait le moment d'inertie d’un corps (généra- 
lement d'un système matériel) relativement à un axe passant 
par le centre de gravité, on obtient le moment d'inertie du 
méme corps, par rapport à un autre axe parallèle au pre- 
mier, en ajoutant au moment d'inertie donné, le produit de 
la masse du corps par le carré de la distance des deux axes. 

Fig. 105. Soient yy' et zz' (fig. 105) deux 

#1" axes parallèles, dont l’un yy’ passe 

par le centre de gravité du corps; 
concevons un plan mené suivant 
les deux axes, puis d’une molécule 





quelconque m abaïssons sur ce plan 
la perpendiculaire mP; enfin, du point P menons sur les deux 
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axes une perpendiculaire commune. En vertu du théorème 
des trois perpendiculaires, les lignes MA, MA! seront per- 
pendiculaires sur les axes. Enfin posons, pour abréger, 


mÂ=p, må =q, AA =k, AP=xz. 


Cela posé, le triangle mA A’ donne 


3 —) —; 
må’ = mA + AA’ — 2mA.AA'.cos A. 


Mais i 
+ AP = mA,cos A; 

donc 

(1) P = pP + k am aka. 


On peu remarquer que si le point P tombait à gauche de yy’, 
l'angle À serait obtus et la quantité x deviendrait négative; 
par conséquent l'égalité (1) a une généralité complète, si l'on a 
égard au signe de x. Multipliant les deux membres de cette 
égalité par m, il vient | 

š mg = mp’ + mk’ 2mMmAx ; 


pour une autre moléculė, on aurait pareillement 

n? q’ = m'p? d m k — 2 km'ax", 

es 0m 0, 
et ainsi de suite. Ajoutant toutes ces égalités membre à mem- 
bre, il vient 

ma +mq+...=mp+ mp +...+ Æ(m+m +...) 
biaz 2k (mx -+ mx +. . aje 
Mais mx + m'x'+... est la somme des moments des points 
matériels. du corps par rapport à un plan mené suivant ýy’, 
perpendiculaire au plan des deux axes; par conséquent cette 
somme est nulle, puisque le plan yy’ passe par le centre de 
gravité; donc on a simplement 
mE + mqt+...=mp+mpt+. .+ME, 

en posant, pour abréger, 


M = m 4 m + m” +. 
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Mais mg? + m'g'* +... et mp? + m'p'* +... sontles mo- 
ments d'inertie par rapport aux axes zz’, yy’; nommant À et 
A, ces deux moments, on obtient enfin 


(2) A=A,;+M4. C. Q. F. D. 


Réciproquement, cette égalité fera connaître le moment d'i- 
nertie par rapport à un axe passant par le centre de gravité, 
quand on connaîtra le moment d’inertie par rapport à un axe 


qui lui sera parallèle; pour cela, il suffira de retrancher M}? 
du moment d'inertie donné. 


MOMENT D'INERTIE D'UN FILET MATÉRIEL RECTILIGNE, 


Soit AB ( fig. 106) un filet matériel homogène dont on veut 
trouver le moment d'inertie par rapport à un axe mené par le 
Fig. 106. point À perpendiculaire à AB; pour cela, 
je partage AB en parties infiniment petites 
PJ, gr, rs,..., lesquelles auront pour 
masses H.pq, p.gr, MeTSse.., p étañt la 
masse sous l'unité de longueur. Multi- 
pliant ces masses élémentaires : 


—1 

La première par Ap , 
— 

La deuxième par Ag , 
— 1 


La troisième par Ary, 





puis faisant la somme, on aura le moment d'inertie de AB, 
savoir: 
—— } ——— —) 
A=p.pq.Ap +p.gr.Aqg + pAr +... 
Maintenant j'élève au point B la perpendiculaire BC = AB; il 
s’ensuivra 
pm—=Ap, qu= Aq, rt =Ar,..., 


et le moment d'inertie deviendra 
—? 


— 1 —— 1 
= 4.pq.mp + p.qr.uq + rs Er He... 


J'écris u en facteur commun, puis je multiplie et je divise 


par # (rapport de la circonférence au diamètre), ce qui 
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donne 
— 1 


EG — r 
A = = (pg.r.mp + gr .nug + rsz. tr +.. 5? 
———3 3 : 
Mais pg.7.mp, gr.7.uq, etc., sont les volumes des cylin- 
dres engendrés par les rectangles infiniment petits mnpq, 
UXT, tyrs,.…, tournant autour de l’axe AB; donc leur somme 
sera égale au volume du cône engendré par le triangle rectan- 


gle ABC. Posant AB = BC = /;, on aura donc 


ri hr 
A= 3" A E 


Réduisant, et nommant M la masse de AB, il vient enfin 


I 
3 A ae “eea M P. 
(3) : 
Si l’on veut avoir le moment d'inertie relativement au 
centre de gravité du filet, il suffira de diminuer le résultat ci- 
PEP EN 1 
dessus de la quantité M (£) ==- MË, et l'on aura 


4 


(4) A= = MË. 
Dans la suite M désignera toujours la masse totale, et A; le 
moment d'inertie par rapport à un axe mené par le centre de 
gravité; À sera le moment d'inertie par rapport à un axe pa- 
rallèle au premier. 

Si l’on remplace M par Z dans les formules (3) et (4f, le 
moment d'inertie correspondant deviendra le moment d’iner- 
tie de la ligne. On peut aussi supposer que M représente la 
surface d’un parallélogramme infiniment petit. 


MOMENT D'INERTIE D'UNE TRANCHE PARALLÉLOGRAMMIQUE 
INFINIMENT MINCE. 


Soit une tranche matérielle, homogène et infiniment mince, 
ayant la forme d'un parallélogramme ( fig. 107); il s'agit de 
déterminer son moment d'inertie par rapport à un axe per- 
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Fig. 107. pendiculaire au plan de la 
g = à figure et mené par le centreO 
EEE fn  degravité. Pour cela, je dé- 


ee à a 


= 
{ 
Po 






compose le parallélogramme 
: en filets rectilignes paral- 
je : M (a) D lèles au côté a, et soit mn 
lun de ces filets; son moment d'inertie par rapport à un axe 
qui se projette en son milieu p sera, en nommant m sa masse, 


I . 4 + + . 
n ma’. Relativement à l’axe O, ce moment d'inertie deviendra 


T — 

— ma’ -+ m.Op: 

a =f- P 
et, er posant Op = y, 


I 
Ta Y 3 


le moment d'inertie du filet suivant sera pareillement 


I à 
— m a 4 m y"; 
12 


on aura de même, pour un troisième filet, 


I 
— m” a? +,m" y” ; 
12 
| et ainsi de suite; donc on aura pour le moment d'inertie de- 
mandé 
åg 


-— — a (m + mn + m" +...) + my? + m'y"? + m'y" +... 


Mais l | 
m+m+m +... .=M; 


d'un autre côté, la quantité 


LJ 

| my? + mw y’ p my +... 
f west autre chose que le moment d'inertie (par rapport à 

i r À A 

| laxe O) de la droite MN = b, sur laquelle seraient venus se 

| concentrer les masses des filets qu'elle traverse; done | 

5 j fia . I 
| my? + my"? + my” +..,.z= — Mb, 
12 
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Enfin, au moyen de cette valeur, cellé de A, devient : 
(5) Ag = M (a° + b). 


Le moment d'inertie d’un parallélogramme par rapport à un 
axe qui se projette sur l’un de ses sommets A, aura pour va- 
leur 

I 


Á 


en désignant par d la diagonale qui répond au point A. 


(6) A = SM (a+ b)+ Me, 


MOMENT D'INERTIE D'UN RECTANGLE. 


Si le parallélogramme se change en un rectangle, a*+b*=—4", 
et les formules (5) et (6) deviennent respectivement 


4 


| I 
(7) A= LMP, 
(8) À = ge. 


On trouverait sans peine, et par les mêmes considérations, 
que le moment d'inertie d’un rectangle par rapport à l’un 
de ses côtés est égal au tiers de sa masse, multiplice par le 
carré de l’autre côté. 

. 


MOMENT D'INERTIE D'UN PARALLÉLIPIPÈDE DROIT. 


Soit un parallélipipède droit homogène, assis sur le parallé- 
logramme ACBD (fig. 107). Si on le décompose en 7 tranches 
égales et infiniment minces parallèles à la base , et ayant cha- 
cune pour masse m, le moment d'inertie de chaque tranche, 
par rapport à l’axe du solide, sera, en vertu de la formule (5), 


I 
2 2 
Tg + b?). 


Multipliant cette valeur par n, on aura le moment d'inertie 
du parallélipipède, savoir : 


I ; 
A,= — 1.4 b). 
g -mn (a ) 
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Mais 
: . nm=M; 
donc enfin 
, 1 , a 
(8 bis) Ag = -M (a + b). 


Relativement à l’arête du point A, on aurait pareillement, en 
posant toujours AB = d, 


(9) AZ M(d+b)+7Me. 


MOMENT D'INERTIE D'UN PARALLÉLIPIPÈDE RECTANGLE. 


Si le parallélipipède se change en un parallélipipède rec- 
tangle, a*+ b’ = d’, et les formules (8) et (9) deviennent 


respectivement, 

i = — MA, 
(10) A= p M 
(11) À = 3 Me. 


Si dans les formules précédentes (comme dans celles qui vont 
suivre) on remplace M, soit par la surface, soit par le volume 
que l’on considère, le moment d'inertie correspondant de- 
viendra le moment d'inertie de la surface ou du volume. 


hé MOMENT D'INERTIE D'UN TRIANGLE. 


Soit une tranche triangulaire infiniment mince CAB 
Fig. 108. (fig. 108); il s’agit de trouver son 
moment d'inertie par rapport à un 
axe perpendiculaire au plan de la 
K figure et mené par le milieu M du 
> côté AB. Pour cela, j achève le pa- 
rallélogramme ACDB. M étant la 

' masse du triangle, 2 M sera celle du parallélogramme; alors, 
en vertu de la formule (5), le moment d'inertie du paral- 
lélogramme par rapport à laxe qui se projette en M, sera 





t la} 


1 ; ; 
_ (2M) (a? + b*) Mais, relativement au même axe, le mo- 
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ment d'inertie du triangle est évidemment la moitié de celui du 
parallélogramme ; donc enfin 


(12) A=>M (a+ b). 


Posons maintenant CM = À; le moment d'inertie du triangle, 
par rapport à l'axe qui se projette au centre de gravité G, 
aura pour valeur | 


(13) AZ Ma + b) — EMN. 


Pour avoir le moment d'inertie relativement à un axe qui se 


3 
au second membre de la formule précédente, ce qui donne 


projette au sommet C, il faudrait ajouter M (5 2) = í Mì? 


I 2 TUFSLE TEY 
(14) A=—M(a +814 ZM 


MOMENT D'INERTIE D'UN PRISME TRIANGULAIRE DROIT. 


Supposons qu’on ait décomposé le solide en z tranches infi- 
niment minces d’égale épaisseur, parallèles à la base, et ayant 
chacune pour masse m. Le moment d’une tranche, relative- 
ment à la ligne qui joint les centres de gravité des deux bases 
du prisme, sera | 


I 1. 
— m (a? + b’) —-m}; 
12 9 
» 
pour z tranches, ce moment sera 


Z nm (a + b) — > nm}. 
12 9 


Mais 
nm = M; 
donc enfin 
I ? i 132 
(15) A= M (a + b) EMN, 


On trouve par le mème raisonnement , et en se servant de la 
formule (14), 


1 ? 2? _1 2 
(16) A= —M(a + b’) 3 MY, 
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pour le moment d'inertie du prisme relativement à une de ses 
arètes perpendiculaire au plan de la base. 


MOMENT D'INERTIE D'UN POLYGONE RÉGULIER. 


Soient ABCD un polygone régulier (fig. 109), O son cen- 


Fig. 109. tre. J'écris, pour abréger, 
OA = R, OP = 7. 


Cela posé, m étant la masse d'un trian- 
gle tel que AOB, son moment d'inertie 
par rapport à l'axe qui se projette en O 
sera, en vertu de la formule (14), 





LE 2 1) pe 2 
M (R +R')+zur. 


n étant le nombre des triangles du polygone, le moment d'i- 
nertietotal aura pour valeur 


on Tire 
A= nm(2R) +3 nm À 
Mais 
nm= M; 


donc enfin 


ZMR + Me. 


(17) = 3 


- -. 


MOMENT D'INERTIE DUN CERCLE. % 
Si le polygone dégénère en un cercle, on aura 
r= R, 


et la formule précédente donnera 
(18) A=- MR?, 


pour le moment d'inertie d'une tranche circulaire infiniment 
mince, relativement à un axe qui se projette à son centre. 

Si l’on prend la moitié du résultat ci-dessus, on aura le mo- 
ment d'inertie du cercle par rapport à un de ses diamètres. 
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MOMENT D'INERTIE DUN PRISME RÉGULIER. 


On trouve, par les mêmes considérations que précédem- 
ment, 


IMR + À 


G 3 Mr’, 


(19) l Ag = 


pour le moment d'inertie d’un. prisme régulier, relativement 
à son axe de figure. 


MOMENT D'INERTIE DUN CYLINDRE. 


A ® Le . $ 
De même, on aura pour un cylindre, et relativement à 
son axe, | 


(20) Ag => MR. 


MOMENT D'INERTIE D'UN ANNEAU CYLINDRIQUE. 


Posons, pour abréger, 


Le moment d'inertie de l'anneau sera évidemment la diffé- 

Fig. 110. rence des moments d'inertie des deux cy- 
lindres qui ont pour rayons Ob, Oa 
(fig. 110); alors on aura, en nommant 
m' et m les masses des cylindres et en pre- 
nant pour axe l'axe de figure, 


I I 
A, = mr — mr. 
2 2 





Soient D la masse de l'anneau sous l'unité 
de volume, H sa hauteur, on ayra 


m = rr HD, m=rr HBD; 
par suite la valeur de A, deviendra 
Ag= 5r HD (7 — r) = +z HD (r° — r) (+ r). 


- 30 


— ét ur mm , 
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donc enfin 


(21) 
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M =z HD (r° — r’); 


I 
ke ’? -2 
= M(r?+7 Je 


Soit encore la largeur de la jante ab = e, et nommons R le 


rayon moyen Om, nous aurons évidemment 


I 
=R +7e, r=R—-e, 


d'où l’on tire 


m+rzoff+ze) 


2 


á 


À l’aide de cette valeur, la formule (21) devient 


(22) 


A=M(n+Te). 


Enfin, si l'on nomme P le poids de la jante, on aura 


et la formule (22) deviendra finalement 


(23) 


P 
D 


C'est la valeur dont nous avons fait usage à la page 290. 


MOMENT D'INERTIE D'UN VOLANT. 


Soient P Je poids de la jante d’un volant (fig.111), w le poids 


Fig. 111. 





d'un bras, Q le poids du moyeu. 
R étant le rayon moyen de la jante, 
e sa largeur, r le rayon moyen du 
moyeu, € sa largeur, Z la longueur 
d'un bras, c sa largeur; on aura, 
pour les divers moments d'inertie, 
relativement à l’axe qui se projette 
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au centre O, 


Jaler ai riiss (R+ ze)» 
g 4 
Bras. isiro Fab E EAA 
12 g 12 g 
Go /I à 
+E(ter+ie) 
g \? 
(re) 
Moyeu......... = {[r + —e). 
y g 4 


Donc le moment d'inertie du volant pris en entier sera, en dési- 
gnant par n le nombre des bras, 


20e 
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MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE DANS SON PLAN. — NOTIONS 
SUR QUELQUES COURBES USITÉES EN MÉCANIQUE. — SOLUTION 
GÉNÉRALE DU PROBLÈME DES ENGRENAGES. 


TANGENTE, NORMALE A UNE COURBE. 


73. Une courbe étant donnée, si on la partage en éléments 
infiniment petits, on pourra regarder chaque élément comme 
rectiligne. Si l’on prolonge l'élément de la courbe qui répond 
à un point donné, on aura la tangente à la courbe en ce point. 
Si, par ce même point, on mène une perpendiculaire à la tan- 
gente, cette perpendiculaire sera la normale à la courbe au 
point donné. 


MOUVEMENT DUNE COURBE SUR UNE AUTRE. 


Considérons deux lignes polygonales ABCD..., aBCd... 
(fig. 112), ayant un côté commun BC, et leurs autres côtés 
Fig. 112. BA ,Ba,..., CD, Cd,..., égaux respec- 
tivement; si l'on fait rouler le premier po- 
lygone sur le second, de manière à ame- 
ner en coïncidence CD avec Cd, il est 
évident que, pendant que le côté CD se 
meut vers Cd, le polygone ABCD tourne 
autour du point C. CD étant venu coïncider avec Cd, etle rou- 





lement continuant, le point d deviendra le centre d’une nou- 
velle rotation, et ainsi de suite, Or il est clair que ces rotations 
successives auront lieu, quelle que soit la grandeur commune 
des côtés des deux polygones; donc la mème chose aura lieu 
quand ces polygones se changeront en courbes. Par consé- 
quent, quand une courbe roule sur une courbe fixe, chaque 
point de contact devient successivement le centre instantané 
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de rotation de la figure mobile ; d’où il suit que les normales 
à toutes les lignes décrites par les divers points du plan de la 
courbe mpbile viendront passer par ce point. 


MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE DANS SON PLAN; EXEMPLES. 


Tout mouvement d’une figure plane dans son plan est un 
mouvement de rotation autour d'un point fixe. 

Soit am (fig. 113) la direction du mouvement d’un point 
quelconque a de la figure mobile, et menons sur am la per- 





Fig. 113. pendiculaire ab, que nous regarderons 
a m comme entrainant la figure proposée. Soit 
Ti . . . ? 
| a's le mouvement infiniment petit d’un 
t . n 
point quelconque a’ de la droite ab; nous 
1 
se) pouvons remplacer le mouvement a's par 
NC 4 
7 VIN. deux autres mouvements a'n, a'm’, dont 
ns b Pun a'm’ sera égal à am et de même sens. 


En décomposant de la même manière le 
mouvement de chacun des points de ab, on conclura que tous 
les points de cette ligne seront animés d'un mouvement com- 
mun de translation égal et parallèle à am, tandis.que les autres 
mouvements seront généralement variables, soit en grandeur, 
soit en direction; et comme le point a est le seul des points 
de la ligne qui ne possède aucun de ces mouvements particu- 
liers, on en conclut que la figure mobile, en vertu de ces der- 
niers mouvements, ne pourra que tourner autour du point a, 
et en sens contraire du mouvement de am, ou dans le sens de 
la flèche. Soit w la rotation infiniment petite d'uu point quel- 
conque a’, l’espace parcouru par le point a’ dans l’élément du 
temps sera 


a'u z= w.aa. 


Donc si l’on choisit le point a’ de telle sorte qu’on ait la rela- 
tion 

w.aa = a'm = am, 
ce point restera fixe, étant anłmé de deux mouvements égaux 
et contraires. Le point a’, ainsi déterminé, sera donc le centre 


` 
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instantané de rotation de la figure mobile. Comme chaque 
point de cette figure décrit autour du centre instantané de 
rotation un élément circulaire infiniment petit, il en résulte 
que les normales aux courbes décrites par les divers points de 
la figure mobile viendront toutes passer, à chaque instant, 
par le centre instantané de rotation. | 
Soit, par exemple, une tige AA’ ( fig. 114) articulée avec 
deux rayons OA, O'A’ qui obligent à s'appuyer constamment 
Fig. 114. sur les deux circonférences O et À’; 
y comme les points A et A! décrivent 
chacun une circonférence de cercle, 


+ 


` 


À 
ja 
l $ 
1 
El 
i 


le centre instantané de rotation, qui 
, répond à la position AA’ de la tige 
mobile, sera au point C, où les deux 

rayons OA, O’A' se rencontrent. 
Si l'on veut connaître la direction du mouvement d’un point 
quelconque B de la tige AA’, il suffira de joindre le point B au 
point C; la ligne BC sera normale à la courbe décrite par le 
point B. Donc en menant DD’ perpendiculaire à CB, on aura 
la tangente à la même courbe, et, par conséquent, la direction 






du mouvement. La courbe décrite par un point quelconque B 
de la droite AA! porte le nom de courbe à longue inflexion: 
Nous la retrouverons dans le parallélogramme de Watt. 

Il est bien entendu que le centre instantané de rotation 
pourrait être situé à linfini ; dans ce cas, la rotation se chan- 
gerait en une translation. 

On peut donner du théorème ci-dessus une démonstration 
purement géométrique. Soit toujours AB { fig. 115) une droite 


Fig. 119. tracée dans le plan de la figure mobile, et 
NS entrainant celle-ci dans son mouvement. 
i Le Soit aussi A'B la position infiniment voi- 
AUCUN B sine que vient prendre AB. Si nous sup- 
LA posons que le point M de la ligne AB soit 

0 N 


w venu se placer en m, le point m de la 
mème ligne sera venu en un point N tel, que mN = mM. 
Décrivons maintenant une circonférence de cercle qui passe 
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par les milieux de Mm et de Nm; cette circonférence sera tan- 
gente aux deux droites AB, A’ B'; par conséquent, pour amener 
la droite AB dans la position A’ B’, il sufira de la faire glisser 
sur la circonférence décrite. Mais la figure dont il s’agit accom- 
pagve le mouvement de AB à laquelle elle est supposée inva- 
riablement liée; donc pendant le déplacement infiniment petit 
de la figure proposée, celle-ci tournera autour du point O, qui 
est le centre instantané de rotation. 
Pour nous faire une idée exacte du mouvement de la figure 
mobile; nommons A, B, C, D ( fig, 116) les centres instanta- 
Fig. 116. nés de rotation, et supposons que 
le point À appartiënne à la figure 
mobile. Tirons Ab qui fasse avec 
AB un angle égal à l'angle de rota- 
tion autour du point À, et prenons 
A b = AB. Au point b construisons 
langle A bx = B, et tirons be = BC 


qui fasse avec bx un angle égal à langle de rotation autour du 





point B, et ainsi de suite. Dans le mouvement de Ja figure mo- 
bile autour du point A, la droite A b viendra coïncider avec 
AB; d’ailleurs l'angle A dx = B : donc bx viendra se super- 
poser à BC. Mais l'angle cbx est égal à la rotation de la figure 
mobile autour du point B; par conséquent la deuxième rota- 
tion fera coïncider be avec BC. Pareillement, la troisième ro- 
tation amènera cd sur CD, et ainsi de suite. On peut donc se 
représenter le mouvement de la figure mobile comme dù au 
roulement de la courbe Abcd. .. sur la courbe ABCD. ... On 
voit que la courbe Abcd... n'est autre chose que le lieu des 
points de la figure mobile, qui viennent successivement coïn- 
cider avec les centres instantanés de rotation. 

Considérons, par exemple, le mouvement d’une droite AB 
(fig.117), invariable de longueur, entre les deux côtés de l'angle 
droit xOy. Pour une position quelconque de la ligne mobile, 
le centre instantané de rotation sera au point M : mais à cause 
que les diagonales d’un rectangle sont égales, OM = AB; donc 
tous les points M sont situés sur une circonférence de cercle 
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décrite du point O avec AB pour rayon. Remarquons mainte- 

Fig. 117. nant que l’angle AMB est 
| droit; donc le point M, 
considéré comme appar- 
tenant à la figure mobile, 
est situé sur une circon- 
férence de cercle décrite 
sur ÀB comme diamè- 





tre. Par conséquent, les 
K points de la figure mobile 
` | ~ qui viendront successi- 
vement coïncider avec la circonférence MNS, sont situés sur la 
circonférence OAMB. Le mouvement de la droite AB pourra 
donc être’produit par le roulement de la circonférence OAMB 
sur la circonférence fixe NMS. 

Comme le point C, milieu de AB, est distant du point Od'une 


int 1 . x x 
quantité OC => AB, il en résulte qu’on pourra également 


produire le mouvement de AB en articulant le milieu C de 
cette tige avee un rayon OC tournant autour du point O. 
Supposons que le rayon OC vienne en Oy, Q étant la vitesse 


angulaire, + l'élément du temps, on aura 
Cy = Q7.0C. 
Mais pendant ce déplacement le point A est arrivé en q; et 


comme le point M est le centre instantané de rotation pour la 
position AB de la tige mobile, on aura 


Aq = pup = wrt. AM, 
w désignant la vitesse angulaire autour du point M. Mais les 
triangles rectangles semblables Mup, OMA donnent 


up ___ AM d'où = AM.Mpe 
My OM’ FPT TOM `. 


comparant les deux valeurs de up, il vient 


My 
OM 


Il 


wT 
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D'un autre côté, les arcs semblables Mu, Cy donnent 


donc 


ce qui fait voir que la vitesse angulaire de la tige mobile AB, 
autour de son centre instantané de rotation, est égale à 
chaque instant à celle du rayon OC. Cela posé, les vitesses 
des points À et B auront pour valeurs, en faisant AM = x, 
BM = y : suivant Oy 
. Vs; 
suivant Ox | 
| V= 0y. 


La courbe de la figure mobile, lieu des points qui viennent 
coïñcider successivement avec les centres instantanés de rota- 
tion, ne se détermine pas toujours aussi aisément que dans 
l’exemple précédent. Supposons, par exemple, une bielle Aa 
(fig. 118) mue par un piston dent la course est AB, et qui s’ar- 


Fig. 118. 





ticule avec une manivelle Oa, à laquelle elle fait décrire la 
circonférence O, Si nous considérons la bielle dans la position 
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mn, le centre instantané de rotation, qui répond à cette posi- 
tion, s’obtiendra en menant le rayon On, la perpendiculaire 
ma, et prolongeant cés deux lignes jusqu'à leur rencontre a. 
En cherchant les centres instantanés qui répondent à diverses 
positions de la bielle, on construira la courbe A apy. Si l’on 
remarque que le centre instantané, correspondant à la position 
K b de la bielle, est à la rencontre des deux parallèles Ob, Kx, 
on en conclura que la ligne Kæ est une asymptote à la courbe 
ci-dessus. Pour déterminer le point a’ dela figure mobile qui 
viendra coïncider avec z, il suffira évidemment de décrire des’ 
points À,a, deux arcs de cercles en prenant pour rayons ma, 
na; le point de rencontre a’ sera le point demandé. Il est clair 
que lorsque la bielle, qui entraîne le point g’, prendra la posi- 
tion mn, ce point g’ coïncidera avec x. Une construction analo- 
gue donnera les points £,7',..., qui viendront coïncider succes- 


! r 
B 


7e 


est invariablement liée avec la bielle, le roulement de cette 


sivement avec f, 7,.... Par conséquent, si la courbe Aa 


courbe sur la courbe fixe A zy... réglera le mouvement de la 
bielle dans toute l'étendue du quart de cercle anb, exactement 
comme le ferait le piston. 


CYCLOIDE, 


74. La cycloïde est une courbe engendrée par un point 
d'une circonférence de cercle qui roule sur une droite fixe, 
située dans son plan. 

Ainsi, par exemple, si l’on fait rouler la circonférence O 
(fig. 119) sur la droite xy, dans le sens de la flèche, le point 


Fig. 119. 





À engendrera une cycloïde. Faisons rouler le cercle O jusqu’en 
O'; pendant ce mouvement, les éléments de la circonférence 
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mobile viendront coïncider successivement avec ceux de la 
droite fixe ; par conséquent lorsque le cercle O sera venu en O’, 
le point A se sera élevé dans la circonférence jusqu’en un 
point æ tel, que À d’ = arc d'x; on obtiendra donc un point 
de la cycloïde en prenant arc A d = A d', et décrivant un arc 
de cercle du centre d’ avec la corde A d pour rayon; le point 
où cet arc de cercle coupera la parallèle dx, sera un point de 
la courbe. On voit que, pour tracer la cycloïde, il faudra 
d’abord partager la circonférence mobile O en parties assez 
petites pour que chaque arc puisse ètre regardé comme égal à 
sa corde, mener ensuite des parallèles par les points de divi- 
sion, porter successivement les divisions A a, ab, bc,..., sur 
A y, et couper les parallèles par des arcs de cercles ayant pour 
rayons les cordes Aa, Ab, Ac,...; les points d'intersections 
ainsi obtenus seront autant de points de la cycloïde. Quand la 


LI * . . I . 
circonférence mobile aura parcouru la ligne AA’ = ;circO, le 


point À se sera élevé jusqu'en B”. A partir de ce moment, le 
point mobile redescendra vers xy, en décrivant une courbe 
B” A” qui sera symétrique de AB”. Le cercle O continuant à 
rouler, le point mobile engendrera une courbe identique à la 
première, et ainsi de suite; donc la cycloïde sera formée d’une 
suite d’arceaux, tels que AB”A”. 

Si nous considérons le cercle mobile dans Ja position O’, le 
point d’ sera le centre instantané de rotation; par conséquent 
Je point æ tendra à décrire un arc de cercle autour du point d’. 
La ligne d'« sera donc normale à la cycloïde, et la corde B’ g’ 
tangente. 

ÉPICYCLOIDE. 

75. L'épicycloïde est une courbe engendrée par un point 
d'une circonférence de cercle qui roule sur une circonférence 
fixe située dans son plan. 

Ainsi, par exemple, si l'on fait rouler la circonférence M 
(fig. 120) sur la circonférence O, dans le sens de la flèche, le 
point À engendrera une épieycloïde. 

Supposons que le cercle M soit venu en M’; pendant ce 
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mouvement, les éléments successifs de la circonférence mobile 
viendront coïncider avec ceux de la circonférence fixe; par con- 

Fig. 120. séquent lorsque le cercle M 
sera venu en M’, le point A 
se sera élevé, dans la circon- 
férence M, jusqu’en un point 
æ tel, que arc c'a =arc Ac; 
on obtiendra donc un point 
de l’épicycloïde en prenant 
arc Ac = arc Ac’, et décri- 
vant un arc de cercle du cen- 
tre c’ avec la corde Ac pour 
rayon. Le point où cet arc 





de cercle coupera la circon- 
férence décrite du centre O 
avec Oc pourrayon, sera un point dela courbe. On voitquepour 
tracer l’épicycloïde, il faudra d’abord partager la circonférence 
mobile M en parties assez petites pour que chaque arc puisse 
être considéré comme égal à sa corde, tracer ensuite des circon- 
férences par les points de division en prenant le point O pour 
centre; porter successivement les divisions Aa, ab, bc,..., 
sur circ O, prendré pour centres les points a’, b', c!,..., et 
couper les circonférences déjà décrites par des arcs de cercles 
ayant pour rayons les cordes Aa, Ab, Ac,...: les points 
d’intersections ainsi obtenus seront autant de points de l’épi- 
cycloïde. Quand la circonférence mobile aura parcouru 


I . . [d pe 3 | 
arc AD = z cire. M, le point A se sera élevé jusqu'en E. A par- 


tir de ce moment, le point mobile redescendra vers cire. O, en 
décrivant une courbe symétrique de la première. 

Si nous considérons le cercle mobile dans la position M’, le 
point c’ sera le centre instantané de rotation; par conséquent 
le point æ tendra à décrire un arc de cercle autour du point c’. 
La ligne c'g sera donc normale à l’épicycloïde, et la corde B’ z 
tangente. 
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DÉVELOPPANTE DE CERCLE. 


76. La développante de cercle est une courbe engendrée 
par un point d'une tangente au cercle qui roule sur la circon- 
férence supposée fixe. Ainsi, par exemple, si l’on fait rouler 
la tangente AB (fig. 121) sur la circonférence O dans le sens 

Fig. 191. de la flèche, le point A 
engendrera une dévelop- 
pante. 

Supposons que la tan- 
gente AB se transporte en 
d'a; pendant ce mouve- 
ment les éléments succes- 
sifs de la ligne mobile 
viendront coïncider avec 





ceux de la circonférence 
fixe; par conséquent, lorsque la tangente AB sera venue en d'a, 
le point A se sera élevé sur la tangente, jusqu’en un point x tel, 
que d'a = arc À d'. On obtiendra donc un point de la dévelop- 
pante en prenaut À d = arc A d!, et décrivant un arc de cercle 
du centre d'avec À d pour rayon; le point où cet arc de cercle 
coupera la circonférence dæ décrite du centre O avec Od pour 
rayon, sera un point de la courbe. On voit que, pour tracer la 
développante, il faudra d'abord partager la tangente mobile en 
parties assez petites pour que chacune d'elles puisse être regar- 
dée comme égale à l'arc de cercle qu'elle sous-tendrait sur cir- 
conférence O, tracer ensuite des circonférences par les points 
de division en prenant le point O pour ‘centre; porter successi- 
vement les divisions Aa, ab, bc,..., sur circonférence O, 
prendre pour centres les points a’, b’, c',..., et couper les 
circonférences déjà décrites par des arcs de cercles ayant pour 
rayons les lignes Aa, Ab, Ac,.... Les points d’intersections 
ainsi obtenus seront autant de points de la développante. 
Quand la tangente mobile occupe la position d'a, le point 
d'est le centre instantané de rotation ; par conséquent, le point 
æ tendra à décrire un arc de cercle autour du point d'; la ligne 
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d'a sera donc normale à la développante. En menant une per- 
pendiculaire 24 à la normale, on aura la tangente au point g. 

Si on voulait décrire la développante engendrée par un point 
quelconque e de la tangente, on commencerait par déterminer 
l'origine de la courbe, en prenant arc A e = Ae; on mènerait 
une tangente par le pointe, et l’on opérerait comme ci-dessus. 
Concevons maintenant qu’on ait tracé les développantes rela- 
tives aux points 4, b,c,d,..., chacune de ces développantes 
sera normale à la tangente Ae. Par conséquent, si l’on fait 
tourner le cercle O autour du point O, la courbe AD sera tou- 
jours normale à cette tangente. Donc, si le cercle tourne en 
sens contraire de la flèche et que la ligne A e soit mobile, la dé- 
veloppante la poussant à chaque instant suivant sa direction, 
lui imprimera un mouvement rectiligne. 


COURBES ENVELOPPES. 


77. Lorsqu'une ligne droite ou courbe se meut d'après une 
loi quelconque, chaque courbe coupe généralement la courbe 
infiniment voisine qui la précède en un certain point. La 
ligne sur laquelle sont situés tous ces points d'intersections 
s'appelle la courbe enveloppe ou simplement l'enveloppe de 
la courbe mobile. 

' Considérons, par exemple, une suite de positions infini- 
ment voisines d’une courbe ab (fig. 122) (qui pourrait varier 
de forme pendant le 
mouvement); soient 
ab, a, bDi, aa ba, As bs, 
a, b,,..., ces diverses 
positions. La courbe 


F a,b, coupe la courbe 
€ j + x 

ab en un certain poirt 

z; de mème la courbe 

i } b 

a; b, rencontre a,b, 


en Ü; a,b, est coupée 





à son tour en y par la ligne 4,b,, et ainsi de suite. La suite 
des points 2, Ê, y, d,..., forme une courbe aßyð... qui est la 
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courbe enveloppe de la courbe mobile ab. Considérons la 
courbe mobile dans une quelconque de ses positions a, b, ; cette 
courbe passe par deux points infiniment voisins ĝ, y, de l’enve- 
loppe.L’enveloppeet la courbe mobile ont donc un élément com- 
mun G y, partant la courbe mobile est constamment tangente à 


son enveloppe. 
COURBE DU CHIEN. 


Pour donner un exemple du tracé d’une courbe enveloppe, 
proposons-nous de résoudre le problème suivant : Un chien 


est dans les champs, au point A (fig. 123), pendant que son 





maitre parcourt le sentier rectiligne BC. Arrivé au point B, le 
maître siffle son chien, qui se dirige alors constamment vers 
lui. On demande quelle courbe décrira l’animal si la rencontre 
du maitre et du chien doit se faire en un point donné C. Pour 
résoudre ce problème, joignons le point B au point À, puis 
partageons BA en un certain nombre de parties égales ; parta- 
geons aussi BC en un nombre égal de parties égales, et numé- 
rotons les divisions comme on le voit sur la figure. Joignant en- 
suite par des droites les points marqués des mêmes numéros, on 
aura une série de lignes qui, par leurs intersections consécu- 
tives, formeront une courbe satisfaisant à la question. Le pro- 
blème qui précède est susceptible d’une infinité de solutions ; 
cela tient à ce que dans l'énoncé on n’a imposé au maître 
que l'obligation d’arriver au point C en même temps que le 
chien. La courbe qui vient d’être construite est une parabole; 
elle est d’un fréquent usage dans le tracé des routes, comme 


ligne de raccordement. f 
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SPIRALE D'ARCHIMÈDE. 


18. La spirale d’ Archimède est une courbe engendrée par 
le mouvement d'un point qui, partant du centre d’une cir- 
conférence, parcourt un rayon d’un mouvement uniforme, 
tandis que celui-ci, également animé d'un mouvement uni- 
forme , accomplit autour du centre une révolution entière. 

Supposons, par exemple, qu’un point matériel, partant du 
centre O (fig. 124), décrive OA pendant que ce rayon OA 
accomplit autour du 
point O une révolu- 
tion entière; le lieu 
des diverses posi- 
tions du point mo- 
bile sera ła spirale 
d'Archimède. Pour 


tracer cette courbe, 





il suffira de partager 





/ 


a Fa i Es De, la circonférence OA 
| i £ \ bA y et le rayon OA en un 
T X NG 2, mêmenombrede par- 

NL ties égales, par exem- 

Ve di ple en 16, Portant 


. 
© 
\ 
| 
` 


unedivision durayon 
sur O,, deux sur O,,..., et ainsi de suite, on aura autant de 
points qu'on voudra de la spirale. La distance d’un point quel- 
conque de la courbe au centre O est le rayon vecteur de ce 
point. On voit par ce tracé que chaque rayon vecteur surpasse 
le précédent d’une quantité constante. C’est cette propriété 
qu'on utilise en mécanique pour produire un mouvement uni- 
forme de va-et-vient, ainsi que nous le verrons plus loin. 
Soient r le rayon vecteur d’un point quelconque de la 
courbe, et ọ l'angle que ce rayon vecteur fait avec OA, o sera 
compté dans le sens de la flèche de o° à 27, ou plutôt de o° à 
un nombre quelconque 2 mr de circonférences. v et w étant 


les vitesses constantes du point mobile et du rayon tournant, 
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on aura , après un temps quelconque t, 


r=, = vwt, 


d'où 


p R- 
| nT 

donc aussi 
(1) RE 

® 2r 
d’où 

E R 
F = = à 


La relation ci-dessus est l’équation de la courbe; le cocffi- 


ss" R R A : 1. r 
cient Sen est le paramètre. Si du point O on décrit une cir- 


R 
conférence, en prenant pour rayon Oa = zz? les arcs ab,ac, 
T 


ad, ..., seront respectivement égaux aux rayons vecteurs Og, 
OB,07,...; d'où il résulte que la différence de deux rayons 
vecteurs quelconques est égale à l'arc du cercle Oa qu'ils 
comprennent. 

Soit m un point quelconque de la courbe; tirons le rayon 
vecteur Om, puis du point O menons O» perpendiculaire à ce 
rayon vecteur; la droite mn sera la normale demandée. Pour 
le démontrer, supposons que mz soit normale à la courbe, et 

je dis qu’on aura On = Oa. Soit S un point infiniment voisin 
du point m; eu décrivant du point O comme centre l'arc de 
cercle mK, le triangle mSK sera semblable au triangle Omn; 
d’abord ces deux triangles sont rectangles l’un en O, l’autre 
en K; en second lieu, les angles 72mS, OmK, étant égaux 
comme droits, si l’on retranche l'angle commun O mS, il reste 


nmO = SmK. 
21 
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Mais la comparaison des côtés homologues donne 
On Om . 
SK mK’ 
d'un autre côté, les secteurs OmK , Out étant semblables, 
donnent 


Ou Om . 
ut mK?’ 
donc 
On Ou l 
SK ut 
mais 
SK = ut, 


d’après ce qui a été dit plus haut ; partant 
On = Ou. C. Q. F. D. 


En menant par le point m une perpendiculaire à la nor- 
male mn , on aura la tangente à la courbe. 


BUT ET SOLUTION DU PROBLÈME GÉNÉRAL DES ENGRENAGES. 


T9. Deux roues circulaires se touchentau point A (fig. 125), 
et peuvent tourner autour de deux axes parallèles projetés enO 


Fig. 135. et À’. Si la roue O est mise en mouvement 
pe dans le sens de la flèche, elle fera tourner 
Ta ” la seconde autour de O’ dans le sens de la 
\. flèche supérieure. Si pendant une rotation 
Pare infiniment petite de la roue O, le point A 
/ N de cette roue touche constamment le même 
( ‘0 | point de la roue O’, la transmission du 
N / mouvement se fera sans glissement, et la 


vitesse du point de contact A sera la même 
dans les deux roues. Par conséquent, si l'on nomme R, R’ les 
rayons des roues O et O’, ù et w’ leurs vitesses angulaires à un 
instant quelconque, on aura 


W R’ 
oR =W R', d'où ~= 


De Jà il suit que les vitesses angulaires de deux roues qui 
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tournent sans glissement l’une sur l'autre sont en raison in- 
verse de leurs rayons. 


Les vitesses angulaires de rotation étant dans un rapport 
constant, il s'ensuit que si l’une des roues se meut d’un mou- 
vement uniforme, l'autre se mouvra aussi d’un mouvement 
uniforme. Si la roue O’ n'offre qu’une faible résistance au mou- 
vement, le simple contact suffira pour transmettre à la roue O’ 
le mouvement de la roue O; mais il n’en sera pas ainsi lorsque 
la roue O’ offrira une grande résistance. Alors il sera néces- 
saire d’armer les circonférences des deux roues de parties sail- 
lantes ou dents qui s’engrènent mutuellement. De la sorte la 
pression des dents de la roue O sur les dents de la roue O’ 
transmettra à celle-ci le mouvement de la première. 


Cela posé, le problème des engrenages a pour but de déter- 
miner quelle doit être la forme des dents des deux roues, pour 
que la transmission du mouvement se fasse comme si elles 
étaient simplement tangentes. 


Pour résoudre le problème des engrenages, on peut se don- 
ner à volonté le profil des dents de l’une des roues, et chercher 
quel devra être le profil des dents de l’autre roue. Soit donné 
le profil nK (fig. 126) de l’une des dents de la roue O’; soit 

Fig. 126. aussi mS le profil inconnude 
la dent de la roue O, et sup- 
posons les deux dents l’une 
en m, l'autre en n; comme 
le mouvement se fait de la 
même manière que si les 
deux roues étaient simple- 
ment tangentes, les deux 
arcs Å m, À n seront de mème 
longueur. Faisons mouvoir 





maintenant tout le système 
autour du centre O, jusqu'à ce que le point »1 arrive en À ; à 
ce moment À sera en un point À’ tel, que AA’ = Am, et la 
roue O’sera venue en O”. Dans cette position, la dent 7 K étant 


21, 


bu 


- > oge = -., 


f 
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en nK’, on aura 
A'n' — AA’; 


d'ailleurs la figure s'est déplacée tout d'une pièce; les -deux 
dents seront donc encore tangentes , et l’on voit que la roue O' 


aura exactement la même position que si, la roue O étant restée 


fixe , la roue O avait roulé surelle jusqu’en A’, Mais pendantce 
mouvement, la courbe #"K'est restée toujours tangente à AS": 
donc le profil AS' est l'enveloppe de la courben'K', pendant 
qu’on fait rouler la rouc O' sur la roue O supposée fixe. Main- 
tenant je joins le point de contact p’ avec le point A’. Le cercle 
mobile ayant la position O”, le point A’ est le centre instantané 
de rotation; donc pendant un mouvement infiniment petit du 
cercle mobile, le point z” se meut dans une direction perpen- 
diculaire à A’p'; mais le point p’ ne quitte pas AS’, donc la 
ligne A’p'est normale à la courbe AS ; d’un autre côté n'K' est 
tangente à AS’ au point p’, partant A’ p’ est aussi normale à la 
courbe donnée. Le pied p' de la normale à la courbe donnée est 
donc un point de l'enveloppe de 2’K', et par conséquent un ` 
point de la courbe cherchée. Si nous replaçons la figure dans 
sa position primitive, nous conclurons que Ze point de contact 
de deux dents est situé au pied de la normale abaissée du 
point À sur l'une d'elles. Il résulte de ce qui précède que pour 
tracer le profil de l'une des dents de la roue O, il suffira de 
faire rouler le cercle O' sur le cercle O, puis d'abaisser des 
divers points de contact des normales sur le profil donné de la 
dent de la première roue O"; les pieds de ces normales seront 
autant de points de la courbe demandée. On voit que toute la 
difficulté du tracé des engrenages consiste à abaisser d’un point 
donné une normale à une courbe donnée. Et comme la géomé- 
trie ne donne pas la solution générale de ce problème, il faudra 
choisir pour profil des dents de la roue ©, des courbes aux- 
quelles on sache mener des normales par des points extérieurs. 
C’est pourquoi, dans la pratique, on prend pour dents de la 
roue O’, soit des rayons , soit des cercles, soit des développantes 
de cercles. De là trois espèces d'engrenages : 
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L'engrenage à flancs ; 
, + ` 
L'engrenage à fuseaux ou à lanterne; 
L'engrenage à développantes de cercles. 


Le premier et le dernier sout très-usités; le second n’est 
pas employé dans les engrenages de précision. 


PAS ET JEU DUN ENGRENAGE. 


Il doit être entendu que chaque dent présente le même profil 
des deux côtés, afin que la rotation puisse se faire dans un 
sens et dans l’autre. 

On nomme base d’une dent, l'arc de la circonférence pri- 
mitive occupé par cette dent ; à côté de chaque dent se trouve 
un vide dans lequel vient se loger la dent de l’autre roue. Un 
plein et un vide (mesurés sur la circonférence primitive de la 
roue) forment une division ou le pas de l'engrenage. On peut 
dire aussi que le pas d'un engrenage est la distance qui 
sépare les milieux de deux dents consécutives, ou la distance 
entre le commencement d'une dent et celui de la suivante, 
cette distance étant mesurée sur la circonférence primitive. 


NT i f 1 I 
Ordinairement le vide surpasse le plein de — ou -5 de la lar- 
12 2e 
geur du plein; la difference entre le vide et le plein est le jeu 
de l'engrenage: le ieu s'élève à — dans les engrenages de pré- 
5 ie RE LE LR Por § ges ue} 


cision. 

Si la roue O tourne d’une quantité telle, que le point A dé 
crive le pas de l'engrenage de la première roue, le point A 
considéré comme appartenant à la deuxième roue aura décrit 
un arc de mème longueur; et il est évident que cet are devra 
ètre pris pour pas de l’engrenage de la deuxième roue. Cela 
étant, les pleins de deux dents seront de mème longueur dans 
les deux roues, ainsi que les vides, si le jeu est le même de 
part et d'autre. En eflet, soient p et p’, v etv’ les pleins et les 
vides qui dans chaque roue composent le pas de lengrenage 
on aura 

p+rv=p+s. 


pl 
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Posant maintenant 


e=p +b, = p'+ 
l'égalité ci-dessus deviendra 
20H 1\ ,f[2n +3 
P ri i P n i 
4 


P=P ; 


d'où 


par suite on a aussi v= v’. Soit w la longueur du pas, on 


aura 
P 
2, = 
P+ k O, 
d'où 
n 
(1) AEE 3 


on trouve ensuite pour la valeur du vide 


A+ I 
QE f, 
2H +I 


Si, par exemple, n = 15, on obtient 


16 


1, PE Te: 
/ | 31 


CALCUL DU NOMBRE DES DENTS. 


Soient z et z’ les nombres des dents des roues O et O’; R 
et R’ étant toujours les rayons des deux roues, w le pas de 
l'engrenage, on aura 

na=23rkR, n'u = 2rR'; 
d’où 
n' KR’ 


(3) RSR 


Ce qui fait voir que les nombres des dents des deux roues sont 


entre eux comme leurs rayons. 
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Rappelons que l'on a aussi 


z W R’ 
— =) 


w R 
wet w étant les vitesses angulaires de rotations ; donc 


(4) Z>% 


de sorte que les nombres des dents des deux roues sont en 
raison inverse de leurs vitesses de rotations. | 

Mais il ne faut pas croire que tous les nombres entiers qui 
vérifient l'équation (3) puissent être pris pour nombres des 
dents des deux roues, car il faut que les roues aient assez de 
dents pour que, lorsque deux d’entre elles cessent d’être en 
prise, deux autres au moins les remplacent, afin d'éviter les 
chocs qui seraient la conséquence de la discontinuité du mou- 
vement. M. Savary a démontré que pour que deux dents au 
moins soient en prise, on devait avoir, en désignant par n’ 
et R’ le nombre des dents et le rayon de la petite roue, 


a R’ 
Dans l’engrenage à flancs....... r’ = ou > roù: + E J 
R’ 
(5) { » » à lanterne...., n' = où >> aat 
» » à développantes x’= ou => 16 + 2 a 


Ayant déterminé n’, équation (3) fera connaitre n. 
R' 3 "Re i À 
Supposons, par exemple, R g les limites ci-dessus devien- 


dront : 


1 
Pour l’engrenage à flancs... ... w= où >in 2 


» » à lanterne. .... n'= ou © 1o, 


` r I 
» » à développantes” n'’= ou ©œ>17— 
2 
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Mais , dans ce cas, l'équation (3) donne 


donc n’ doit être un multiple de 3. De là il suit qu’on pourra 
prendre pour n’ tous les multiples de 3 qui satisferont aux 
limites ci-dessus. 

Si l’on prend, par exemple , n’ = 18, on aura 


n = 24. 


Mais il doit être entendu que, tout en satisfaisant aux limites 
précédentes, on donnera aux dents une épaisseur convenable, 
selon l'effort qu’elles auront à supporter. 
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TRACÉ DES ENGRENAGES. 


. ENGRENAGE A FLANCS. 


80. Prenons un rayon O'A ( fig. 127) pour profil des dents 
de la roue O’. Pour construire le profil de la dent de la roue O 
Fig. 127. qui doit mener ce rayon, 

Pt A il faut faire rouler le cer- 

| a cle O’ sur le cercle O, jus- 


r“ N Er aN \ . 
/ \# 5 \ qu'en un point quelcon- 
A? ! 
t _— pe Q C2 . 
A ME: 10 : que A’, et abaisser ensuite 
Le A 2 | du point A’ une perpendi- 
a EO eT po p= 
SRE PROS | culaire sur O’A dans sa 
sf D eat 


nouvelle position O’a; le 
A pied P de cette perpendi- 

culaire sera un point de 

la courbe cherchée (79). 
A Décrivons maintenant un 
cercle sur O” A’ comme diamètre; le point P sera situé sur la 
circonférence de ce cercle. Remarquons maintenant que l'angle 
O”, considéré dans la circonférence O”, a pour mesure l'arc A'a, 
tandis que ce même angle, considéré dans la circonférence 
A'PO”, a pour mesure la moitié de l'arc A’P; donc l'arc A’ P 
contient deux fois plus de degrés que l'arc A'a. Mais le rayon 


CA’ = =o” A’, donc les degrés du cercle A’ PO” sont moitié 


moins grands que ceux du cercle O”; par suite les arcs A'a, 
A’P, sont de mème longueur. Donc le point P appartient à 
l’épicy cloïde engendrée par le point A du cercle ANO’, rou- 
lant sur la circonférence du cercle O. 
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TRACÉ DES DENTS. 


Soient O et O’ (fig. 128) les circonférences primitives des 


Fig. 128. 





deux roues qu'il faut armer de dents. Je commence d’abord 
par déterminer le rapport des rayons OA, O'A , et je trouve, 
par exemple, 


L'engrenage devant être à flancs, la formule générale du nu- 
méro précédent, savoir : 
R’ 
n = ou >10 (+5 , 
R 
donne 


Ka où. > 17> 
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Je prendrai n’ = 18. Mais 


donc 


Adoptant — pour le jeu de l'engrenage , la formule générale 


n 


oi 2n +1 


La 


du numéro précédent, donne, pour 7 = 10, 


Je divise maintenant la circonférence O en 24 parties égales, la 
petite en 18, etje porte ensuite la grandeur du plein dans 
chaque division , vers la droite dans la grande circonférence, 
vers la gauche dans la petite; sur O’ A et OA comme diamè- 
tres je décris aussi des circonférences. En faisant rouler de 
gauche à droite le cercle O’M'A sur le cercle O, le point A 
engendrera un arc Àg d’épicycloïde qui sera le profil d’un des 
côtés de la.dent. Ayant mené O z par le milieu du plein, je trace 
de l’autre côté de cette ligne un arc de courbe symétrique du 
premier, et j'obtiens ainsi la dent Axc. Au moyen d'un patron 
découpé avec soin sur celte dent, on construira sans peine 
toutes les autres. Ainsi en donnant à la dent de la roue O le 
profil ci-dessus, cette dent conduira la partie droite ou le flanc 
de la roue O’. Si l’on veut que l'engrenage soit réciproque, 
c'est-à-dire que la roue O’ puisse à san tour conduire le flanc 
de la roue O, on armera les dents de la roue O’ de parties 
courbes, qui seront des arcs d'épicycloïde engendrés par le 
point À de la circonférence AMO, roulant de droite à gauche 
sur la circonférence O’. 


ÉCHANFRINER LES DENTS. 


Retrancher la partie aiguë de chaque dent, cela s'appelle les 
échanfriner. Supposons qu’on impose aux dents de chaque 
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roue la condition de conduire les dents de l'autre jusqu’à la 
distance d'un pas compté de la ligne des centres; il suit de là 
que si l’on prend les arcs AĜ et Ay égaux chacun au pas de 
l’engrenage, et qu’on tire les rayons O’B, Oy, les points p’ et 
7', où ces rayons coupent les circonférences O' M'A, OMA se- 
ront les points de contact du flanc et de la dent qui le mène, et 
par conséquent les limites des dents. Donc si du point O pris 
pour centre, et avec Of’ pour rayon, on décrit une circonfé- 
rence, cette circonférence limitera toutes les dents de la roue O. 
De même, si du point O’ pris pour centre, et avec O'y’ pour 
rayon, on décrit une autre circonférence, celle-ci limitera 
toutes les dents de la roue O’. Ainsi A bcd est la dent échanfri- 
née de la roue O, A efg est la dent échanfrinée de la roue O’. 


LIMITE DES FLANCS. 


La circonférence G'bd..., qui limite les dents, vient cou- 
per la ligne des centres en un point qui marque, dans la roue 
O’, le point de la roue O le plus rapproché du point O’; donc 
si du point O’ comme centre, et avec un rayon O'Æ qui laisse 
un peu de jeu , on décrit une circonférence, cette circonférence 
marquera dans la roue O’ la limite des creux , et par conséquent 
la limite des flancs. De mème si du point O comme centre et 
avec O h pour rayon, on décrit une autre circonférence, celle-ci 
marquera dans la roue O la limite des creux, et par conséquent 
la limite des flancs. Le profil entier d'une dent étant tracé, 
qu'on imagine une ligne parcourant ce profil en restant per- 
pendiculaire au plan de la roue, elle engendrera un cylindre 
formé d'une partie plane et d’une partie courbe; ce cylindre 
sera la dent de la roue. La partie plane est le flanc de la dent. 


TRACÉ PRATIQUE DE L'ENGRENAGE A FLANCS. 


Ordinairement les dents des engrenages sont très-petites, 
ce qui a pour effet d’atténuer les frottements; il résulte de là 
que chaque profil peut être regardé comme un arc de cercle 
ayant son centre quelque part sur la circonférence primitive 
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de la roue; donc si par le milieu de la corde n6’ on élève une 
perpendiculaire, et qu’on la prolonge jusqu'à sa rencontre en m 
avec la circonférence, on aura le centre de l'arc à décrire; 
alors si du point m et avec la corde mn pour rayon on décrit 
un arc de cercle, cet arc de cercle passera par les limites n et 
E' de la dent , et se confondra sensiblement avec l'arc d’épicy- 
cloïde. Les autres dents se traceront avec le même rayon. 


ENGRENAGE INTÉRIEUR. 


L'engrenage à flancs intérieurs se trace comme le précédent, 
seulement les flancs des dents de la roue sont matériellement 
impossibles, ce qui rend inutiles les parties épicycloïdales des 
dents du pignon. Le pignon ne pourra donc pas conduire la 
roue, du moins sous la condition que les rotations soient en 

raison inverse des rayons. 


Supposons que les deux cercles His soient les circonté- 
rences primitives de la rouc et du pignon, puis décrivons deux 
cercles sur OM et O'M (fig. 129) comme diamètres. Si l’on 

Fig. 129. prend les deux arcs MA, 
MB, moindres que le pas 
de l'engrenage, et qu’on 
tire les rayons OA, O'B, 
le point a sera le point de 
contact d’un flanc de la 
roue avec la partie épicy- 





cloïdale de la dent du pi- 
gnon ; b sera aussi le point 
de contact d’une dent de 
DA la roue avec un flanc du 

pignon. Mais la partie épi- 
cycloïdale de la dent de la roue commence en À et se dirige 
vers l'intérieur, done la dent rend le flanc matériellement im- 
possible. Ainsi la partie courbe de la dent du pignon devient 
inutile, et même ici elle serait impraticable étant dirigée vers 
l’intérieur. 
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Dans la fig. 130 la partie courbe de la dent du pignon est 


Fig. 130. 





dirigée au contraire du dedans au dehors, puisqu'elle est en- 
gendrée par le point M du cercle MBO roulant sur le pignou. 


TAILLE DES ENGRENAGES A LA PLATE-FORME. 


Concevons qu'on ait construit un burin B (fig. 128) sur 
le patron zuz'u' d'un creux, ct supposons qu’on fasse tourner 
ce burin avec une grande vitesse , autour d’un axe xy extérieur 
à la roue, mais de manière que le burin n’atteigne d’abord 
que le bord zu; si l'on conçoit que, pendant sa rotation autout 
de xy, le burin s'approche graduellement de la roue sans pou- 
voir dépasser z'u’, il est clair qu'il creusera le vide zuz'u’ 
compris entre deux dents consécutives. Ce premier vide étant 
taillé, on fera tourner d’un pas le plateau circulaire, ou la 
plate-forme, qui porte la roue; alors en mettant de nouveau le 
burin en mouvement, on taillera un deuxième creux, et ainsi 
de suite. Tel est le procédé qu'on emploie pour tailler les en- 
grenages en cuivre. Au lieu d'un burin, on emploie aussi 
une pelite roue appelée fraise, et dont la circonférence pré- 
sente la coupe d’un creux de l'engrenage à exécuter. La fraise 
est particulièrement employée pour tailler les engrenages en 


fonte; elle tourne avec une petite vitesse, 
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MOUVEMENT RECTILIGNE PRODUIT PAR UN CERCLE QUI ROULE DANS 
L'INTÉRIEUR D'UN CERCLE FIXE. 


Quand un cercle donné roule dans l'intérieur d’un cercle 
fixe, l’épicycloïde engendrée par un point quelconque du cercle : 
mobile peut dégénérer en une ligne droite. Sur le rayon OA 
(fig. 131) pris pour diamètre, décrivons le cercle C; faisons 

Fig. 131. rouler ce cercle dans l’inté- 
rieur du premier, et je dis 
que le point A parcourra le 
diamètre AB. En eflet, sup- 
posons le cercle C parvenu 
en C’, les arcs AA’, MA' se- 
ront de même longueur, puis- 
que l'arc AA’ contient deux 
fois moins de degrés que l'arc 





A'M, et que ces degrés sont 
deux fois plus longs; donc pendant le roulement, le point A 
ne quittera pas le diamètre AB du cercle fixe. On pourrait 
se servir de cette propriété pour transformer un mouvement 
circulaire continu ou alternatif en un mouvement rectiligne 
alternatif, La vitesse du point M sera la projection sur AB de la 
vitesse du point de contact A’; si donc on désigne celle-ci par v, 
on aura pour la vitesse v, suivant AB, 


| | j 
v = # Sng =r R? 

en posant, pour abréger, 
OA=R, #M=r. 


Le mouvement du cercle mobile étant uniforme, le mouve- 
ment du point M sera variable, et si l’on veut que ce mouve- 
ment s'approche de l’uniformité, il faudra faire mouvoir le 
cercle mobile d'une petite quantité de chaque côté du point N; 
cela est évident. Pour produire le mouvement qui prééède, il 
suffira d'armer les deux roues O et C d’un engrenage à flancs. 
Le mouvement que nous venons de décrire fonctionne dans les 
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pressés de M. Lefort, rue Esquermoise, à Lille, qui a bien 
voulu nous laisser visiter son établissement avec les élèves de 
la Faculté. Il est réalisé de la manière suivante (fig. 132) : 


Fig. 139. 





AA’ est une roue fixe armée d’un engrenage intérieur. BB’ 
est la roue mobile qui roule dans la première. Son rayon 


I 
O'M = : OM. Au centre de la roue fixe, et au-dessous, tourne 


une roue CC’ qui reçoit le mouvement du moteur, et dont l’un 
des bras porte un axe O’ autour duquel la roue BB’ peut tour- 
ner. Enfin une tige MN s'articule avec BB’ en un point situé 
verticalement au-dessus du point M. Dès lors la rotation de 
CC’ produira le roulement de BB, et cette dernière, à son 
tour, fera exécuter à la tige un mouvement rectiligne alternatif. 


CRÉMAILLÈRE. 


Soient BAC et XY (fig. 133) les circonférences et l’arète 
primitives de la roue et de la crémaillère. La ligne XY pouvant 
être regardée comme une circonférence dont le centre est à 
l'infini, l'engrenage dont il s’agit ne sera qu'un cas particulier 
de l'engrenage à flanes. Pour former la partie courbe des dents 
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de la crémaillère, il faudra donc tracer une circonférence de 
Fig. 133 cercle sur OA comme diamètre; en 

faisant rouler cette circonférence 

sur XY, le point A engendrera le 

profil d'une dent de la crémaillère, 

et ce profil sera un arc de eycloïde. 

La partie plane de la dent s’obtien- 

a dra en menant sur XY la perpen- 
diculaire AP. De même pour en- 






`~- ` gendrer le profil d'une dent de la 


~ 


=. 0 


mm mm à orme mue cm 


roue, il suffira de faire rouler XY 
sur circonférence BAC; le point A 
engendrera la partie courbe d’une 
dent de la roue, et cet arc de courbe 
appartiendra à une développante de 
cercle. Ainsi les profils des dents 
de la crémaillère seront des arcs 
de cycloïde, ceux des dents de 
la roue des arcs de développante 





i de cercle. Ayant pris l'arc Aa égal 
au pas de l'engrenage, on abaïssera la droite AM perpendicu- 
laire à Oa, et le point M sera la limite des dents de la cré- 
maillère, lesquelles seront toutes terminées à la ligne xy, 
parallèle à XY. De mème, si l’on prend AN égale au pas de 
l’engrenage, le point n marquera la limite des dents de la 
roue, lesquelles seront terminées à la circonférence décrite 
du point O avec ON pour rayon. On peut remarquer en pas- 
sant que si la roue mène la crémaillère, les dents de la roue 
glisseront constamment, à partir de A, sur le même point des 
dents de la crémaillère, lesquelles devront par conséquent 
s'user plus vite que les premières. Q étant un point de OP 
situé un peu plus bas que la limite des dents de la crémaillère, 
si l’on décrit du point O une circonférence avec OQ pour 
rayon, cette circonférence limitera les creux de la roue. De 
même, si par le point P situé un peu plus haut que la limite 
des dents de la roue, on mène une parallèle à XY, cette 


22 
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parallèle limitera les creux de la crémaillère. Quant au nombre 
des dents, il se déterminera par la formule générale 


R’ 
n'= ou >10 (+È) 


è R : 
en y faisant p = 05 ce qui donne 


n = ou œo. 
Dans la figure précédente , on a pris 


n = 16. 


Quant au nombre des dents de la crémaillère, il sera égal à sa 
longueur divisée par la grandeur du pas de l’engrenage. 
ENGRENAGE A FUSEAUX OU A LANTERNE. 


Soient O et O’ (fig. 134) les circonférences primitives de la 
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roue et de la lanterne. Si nous prenons = = 3» la formule 
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générale 


/ 


= où >7 +4 


donnera pour la limite inférieure des dents du pignon, 
l 
n'= où >8-. 
3 
Ayant choisi n’, on aura ensuite 
= 3: 


Prenant n’ = 9, on trouve 
n = 27. 


Dans l'engrenage dont il s’agit, les dents de la roue ne glissent 
jamais que sur une petite portion du fuseau, qui doit par consé- 
quent s'user plus vite que les dents de la roue. C’est pourquoi 
lorsque la roue et la lanterne sont de même matière, on donne 


4 


5 
aux fuseaux une largeur égale aux 3 OU aux > decelledeladent. 


Ayant choisi pour la dent une certaine base, on la partagera, 
par exemple, en trois parties égales, et l’on portera deux de 
ces parties de chaque côté du point de contact A des circonfé- 
rences primitives de la roue et du pignon, puis avec A x pour 
rayon on décrira la circonférence du fuseau. De chaque côté 
du point À on portera successivement le pas de l'engrenage, et 
des points ainsi obtenus on décrira des circonférences en pre- 
nant toujours À x pour rayon; On aura ainsi les divers fuseaux 
du pignon. Pour tracer le profil de la dent de la roue, on fera 
rouler le cercle O’, jusqu’en un point quelconque À’, puis on 
prendra A'c' = À A’. Au point c’ on décrira une circonférence 
avec Ax pour rayon, on joindra le point A’ avec c’, et la 
ligne ainsi menée sera normale à la circonférence c’; partant 
le point a’ sera un point de la courbe cherchée. On voit que le 
point a’ est l'intersection de deux arcs de’cercles décrits des 
points A’ et O, avec les rayons A'a’, Oa’. Mais pour avoir ces 
rayons il n'est pas nécessaire de décrire le cercle O”, il suffira 
de prendre Ac = A A’, de décrire le cercle c avec Ax pour 
rayon , et de joindre le point A au point c; les lignes Aa, Oa, 
22. 
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seront les rayons demandés. On déterminera ainsi tant de 
points qu'on voudra du profil de la dent. Si l’on veut que la 
dent de la roue conduise la lanterne jusqu’à la distance d'un 
pas, à partir de la ligne des centres, il suffira de prendre Ac 
égal au pas de l'engrenage augmenté de larc Ax. Du point € 
pris pour centre et avec Ax pour rayon, on décrira un fuseau, 
on joindra le point A au centre c de ce fuseau, et le point a 
ainsi déterminé sera le point où la dent cessera d'agir tangen- 
tiellement sur le fuseau. On devra donc limiter les dents de la 
roue à la circonférence de cercle décrite du point O avec Oa 
pour rayon. On voit que la dent de la roue ne frottera que sur 
la partie ab du fuseau. Les creux de la roue seront égaux à la 
demi-circonférence xzy. 

Les fuseaux de la lanterne ne sont autre chose que des 
cylindres droits ayant pour bases les cercles de la figure, et 
encastrés dans deux plateaux circulaires qu'on nomme tour- 
teaux. Quand l’uniformité du mouvement de la lanterne n'est 
pas nécessaire, on se contente de prendre pour dents de la roue 
des chevilles en bois qu’on nomme alluchons , encastrées dans 
sa circonférence, et qui sont arrondies à leurs extrémités. 


ENGRENAGE A DÉVELOPPANTES DE CERCLES. 


81. Soient O et O’ { fig. 135) la grande et la petite roue, ct 

Fig. 135. A le point de contact. Je mène 
par le point A une ligne quel- 
conque xy, puis des centres O 
et O’, j'abaisse sur cette ligne 
les perpendiculaires OP, O’ P’; 
enfin des points P et P’ je dé- 
cris deux nouvelles circonfé- 
rences en prenant pour rayons 
les perpendiculaires OP, O'P’. 
Cela posé, je fais rouler la tan- 
gente Py sur la circonférence 
OP, et je construis la dévelop- 
pante m S décrite par le point A. Parcillement je fais rouler la 
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mème tangente sur le cercle O’ P’, et je construis également la 
développante m’ S’ décrite par le mème point A ; les deux cour- 
bes ainsi tracées seront tangentes au point A. Maintenant je 
fais éprouver à la roue O une rotation qui transporte le point 
m enn. Le point m’ viendra en n’, et je dis que les deux cour- 
bes mS, m'S' se toucheront encore en un certain point de la 
sécante £y. Soient w etw’ les angles de rotations , on aura 


mn —=o.OP, 
m'n!=w.O'P'; 


d'où l’on tire 


mn w OP 
| mn w OP 
Mais 
W O'A 
w — OA ? 


d'un autre côté, la similitude des triangles rectangles OAP, 


O’ A’ P’ donne 


O'P O’A 

‘OP OA? 
donc aussi 

o OP 

OP 


Multipliant en croix, il vient 


w.OP 
w. O'P 


=I., 


Par conséquent 


Soient a le point où la développante n K vient couper la droite 
xy, et a’ le point où la seconde développante n’ K’ rencontre la 
même ligne, on aura 


PA + Aa =Pm-4 mn, 


puisque z K est la développante décrite par le point a. Retran- 
chant de part ct d'autre les termes égaux PA, P m, il reste 


Aa = mn. 


342 VINGT ET UNIÈME LEÇON. 


Par la mème raison 
Aa! = m'n’, donc Au=Aa'; 


ce qui fait voir que les deux points a et a’ coïncident. Donc, 
pendant la rotation des deux roues, les deux dents mS, m'S, 
seront constamment tangentes, et le point de contact sera 
toujours situé sur la droite xy. Pour éviter que les courbes qui 
forment les profils de chaque dent ne convergent trop rapide- 
ment l’une vers l’autre, ce qui tendrait à les affaiblir vers leurs 
extrémités, on choisit la ligne æy de telle sorte qu’elle fasse le 
plus grand angle possible avec la ligne des centres. Pour attein- 
dre ce but, on prendra sur la plus petite roue un arc À u égal 
au pas de l'engrenage, on abaïssera du point A une perpendi- 
culaire sur le rayon O'u, et l’on prendra la ligne xy, ainsi 
obtenue, pour base du tracé ; comme les dents doivent se con- 
duire jusqu’à la distance d'un pas avant et après la ligne des 
centres, on voit que si l'on prenait toute autre ligne située au- 
dessous de xy, la perpendiculaire abaissée du point O’ tombe- 
rait à gauche de O’ u, et la dent de la roue O ne conduirait plus 
la dent de la roue O’ jusqu'à la distance voulue. 


La figure ci-après représente un engrenage à développantes, 
On a pris 


La substitution de cette valeur dans la formule générale 


R' 
n = Oo D16+2- 


donne, 
; 1 
n'= ou D 173 
Adoptant z’ = 18, on obtient ensuite 
t = 27. 


OAA O'A (fig. 136) étant les rayons des circonférences pri- 
mitives des roues, on a pris, dans la petite circonférence, 
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arc À a égal au pas de l'engrenage; du point A l'on a mené £y 


Fig. 136. 


Q 


s 





MERE CELL 
vanm - 


perpendiculaire au rayon O’P'; alors en faisant rouler xy suc- | 
cessivement sur circonférence OP et sur circonférence O'P’, 
le point de contact A engendrera les profils des dents des 
deux roues. Ayant partagé les bases AB, AD des deux dents 
en deux parties égales, on joindra chaque milieu au centre du 
cercle correspondant, et l’on tracera ensuite les symétriques 
des deux profils mS, m’ S’. Pour limiter les dents de la roue O, 
on décrira une circonférence du centre O avec OP’ pour rayon. 
De même pour limiter les dents de la roue O', on décrira du 
point O’ une circonférence avec O'Q pour rayon. Quant au 
point Q, il est à l'intersection de Ja droite xy, et du profil de 
droite de la dent de la roue O, distante du point A du pas de 
l’ ngrenage. | i 


ÉPAISSEUR DES DENTS DANS LES ENGRENAGES, 


L'épaisseur e des dents estimée parallèlement à l'axe de rota- 
tion, et leur largeur l mesurée sur la circonférence primitive 
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de la roue, se déterminent ordinairement par les formules sui- 
vantes : 
e—=4{, sila vitesse ne surpasse pas 1,50 par seconde, 
(1) {e= 51, sila vitesse dépasse 1",50, 


e = 6}, sil'engrenage est mouillé d’eau. 
P étant la force qui fait tourner la roue, on prend ensuite 


‘I= 0,105 yP, si les dents sont en fonte, 
(2) | l = 0,131 yP, si elles sont en bronze, 


l= 0,145 VP, sielles sont en bois dur. 


Dans ces formules, le centimètre est l'unité de longueur. 


CALCUL DU FROTTEMENT DANS LES ENGRENAGES. 


82. Je suppose connue la force P qui fait tourner la roue O 

( fig. 137), ou la force Q qui s'oppose au mouvement, estimée 
Fig. 137. suivant la tangente au point À, et 

je me propose de déterminer : 
1° celle de ces deux forces qui 
reste inconnue; 2° la pression 






(pignon) 


normale N qui s'exerce au point 
de contact de deux dents; 3° la 
pe y résistance F=P—Q, qui ré- 
E A sulte du frottement des dents de 
(pignon) à É l'engrenage. Je ferai remarquer 
d'abord que quelque grande que 
soit la perfection d’un engrenage, 
Co) Oon ne peut guère admettre que 
l'effort se distribue entre plu- 
sieurs deuts, car il faudrait pour cela que les dents fléchissent 
sous l'effort qu’elles supportent; or une telle flexion les expo- 
sant à la rupture, on leur donne une largeur assez grande 
pour éviter un inconvénient si grave. Nous admettrons donc 
que l'effort ne s'exerce qu'entre deux dents, et qu'il commence 
au moment où elles sont en prise sur la ligne des centres. 
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Les indications que porte la figure suffisent pour montrer 
quelles sont les forces qui agissent sur le système. Ainsi les 
forces qui sollicitent la roue O, sont P, N, Nf, et celles re- 
latives à la roue O’, Q, N, Nf. Pour que chaque roue soit en 
équilibre sous l’action des forces qui la sollicitent , il faut et il 
suffit que la somme des moments de ces forces, pris relative- 
ment à l'axe de rotation correspondant, soit nulle; on aura 
donc pour la roue O, et en nommant R son rayon, 


PR — N.OP — Nf (AP + Am) =o. 
Posant, pour abréger, 
| Am p, 
et observant que l’on a | 
OP =Rsins, AP =R cosy, 
la relation ci-dessus devient 


(1) P=N sing +N (cosg + À). 


On a pareillement pour l'équation d'équilibre de la roue O’, 


Qr=N.0' P+ Nf.O' S; 


mais 

O'P'—rsins, O'S’ = AP'— Am —=rcose — p; 
donc 
(2) Q=Nsing +Nf (cosp — 2). 


On tire ensuite des équations (1) et (2) 


PENEN ARSE A 
sing +s (cosg + R) 

(3) , 
N = Q . 


sing +f (cos — 2) 


La première ou la seconde de ces formules fera connaître N , 
suivant que la force donnée sera P ou Q. Si, par exemple, 


La 
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c'est la force P qui est connue, on aura pour la valeur de Q, 
sing + f (cose — 2) 


(4) a E 


L'une ou l'autre des équations (3) fait voir que l'effort N est 
variable avec ọ; l'effort entre deux dents est donc variable 
dans les engrenages à flancs et à lanterne, tandis qu'il est 
constant dans l’engrenage à développantes de cercles. 

* Şi l’on prend la dérivée par rapport à ọ de l’une ou l’autre 
des équations (3), de la première par exemple, on reconnaît 
sans peine que N prend sa valeur minima pour 


(5) tange = F 
d’où il suit que l'effort qui s'exerce entre deux dents est un 
minimum , lorsque la normale à la dent fait, avec la tangente 
au point de contact des circonférences primitives des deux 
roues, un angle égal à l’angle du frottement. 

En retranchant Q de P, on trouve ensuite 


Mo 7) 
| sing + (cosg +£) 


Remarquons maintenant que si les dents sont très-petites, 
ainsi que cela a lieu dans la pratique, ọ différera très-peu de 
90 degrés; alors si l’on pose 


g = 90° — ÿ, 


Ņ sera très-petit, et la formule (6) deviendra 


nr PE) N 
cos Ÿ +s (sing + A 


Si l’on remplace maintenant cos par 1, sing par o, on aura, 
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aux quantités près du quatrième ordre par rapport à f, p, Ÿ, 
a 1 
(7) F=Pfp (+i) > 


FROTTEMENT MOYEN. 


Si nous remplaçons p par l'arc s , qui se termine au pied de 
la dent, et qui diffère très-peu de p, nous aurons 


I i 
8 F=Pfs|— +). 
(8) f(> +: 
Partageons maintenant l'arc s en un nombre infini z de par- 
ties égales; nommant # l’une de ces parties, on aura 
SZENE. 


Si Pon évalue les frottements qui répondent aux arcs £, 2€, 3e, 
4£,...,n€, ON trouve successivement : 


F,=P/fe (z+) 


À joutant toutes ces qualités membre à membre, et posant 


F+EtEr. tk 


rt 


F= 
il vient 


I EAN: 
= > PJe ($+) (+2434... n), 
ou, ce qui revient au même, 


Fr ($+) es) 


Négligcant le terme infiniment petit, on obtient enfin pour la 
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valeur du frottement moyen, 
I I I 
<- E=- Pfs|=>=4-) 
(9) = p7 (à + =) 
Supposons que l'arc s soit égal au pas de l'engrenage ; alors 


LRF = ork 
ns e 


D D 





s = == ? 


n' n 


d’où 


S 27 S 2T 


= —) -o SO nm 


n R n ? 

et au moyen de ces valeurs, l'équation (9) devient 

NE à 
(10) P=Prf (2+5): 

n n 
ce qui fait voir que le frottement sera d'autant plus faible 
que les dents seront plus nombreuses. 

Si l’on veut avoir le travail du frottement moyen pendant 

le parcours d’un arc s, il suffira de multiplier le deuxième 
membre de l'équation (9) par s, ce qui donne 


I I I 
ER. BL ER 
(11) F=-Pfs (+5) 


Relativement au pas de l'engrenage , cette formule devient 


(12) cr (Sn). 


n n n 





VINGT-DEUXIÈME LEÇON. — ENGRENAGES CONIQUES. 349 





VINGT-DEUXIÈME LEÇON. 


ENGRENAGES CONIQUES, — VIS SANS FIN. — ENGRENAGE 
DE M. OLIVIER. 


83. Les engrenages coniques ont pour but de transformer 
un mouvement de rotation autour d'un axe donné, en un 
mouvement de rotation autour d’un nouvel axe qui rencontre 
le premier. Pour résoudre ce problème, concevons deux cônes 
(fig. 138) ayant pour sommet commun le point d’intersection 

Fig. 138. des deux axes, et se touchant sui- 

s vant la génératrice SM. Si l'on im- 

prime au premier cône (S, O) un 
mouvement de rotation, cette rota- 
tion se transmettra évidemment à 
l'autre cône, et si le point M se 
transporte en m, ce mème point M 





considéré comme appartenant à la 
circonférence de base du deuxième cône, se transportera en un 
certain point m’ tel, qu'on aura 


arc M m = arcM m'. 


Alors si l'on nomme 9, +’, les angles de rotations qui répondent 
aux arcs décrits, on aura 


arcM m = 9.0M, arcMw'=#%.O0'M, 
donc 
9.0M =g. O'M; 
d’où l'on tire 
9 o’ M. 
ÿ OM 


ce qui fait voir que les rotations des deux cônes sont en rai- 
son inverse des rayons des sections circulaires qui répondent 
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au méme point de leur aréte de contact. Il suit aussi de là 
que les vitesses angulaires de rotations sont entre elles dans 
le méme rapport. Par conséquent, si le mouvement de l’un 
des cônes est uniforme, le mouvement de l'autre le sera aussi. 

Mais ici, comme dans les engrenages cylindriques, la simple 
friction ne suflit pas toujours pour opérer la transmission du 
mouvement; c’est pourquoi l'on arme les deux roues de dents 
telles, que la rotation se fasse comme par simple contact. 

Cette transmission se fait dans ce cas par des surfaces coni- 
ques ayant pour sommet commun le point S. Les mêmes consi- 
dérations, et la même solution générale du problème des engre- 
nages plans s'appliquent aux engrenages coniques, de sorte 
qu’on peut se donner à volonté les dents de l’un des cônes, et 
en conclure la forme des dents du -deuxième cône. Mais la 
solution théorique du problème des engrenages coniques n’est 
pas en usage dans la pratique, c’est pourquoi je ne m'y arrè- 
terai pas, me bornant à la solution purement pratique. 


SOLUTION PRATIQUE DU PROBLÈME DES ENGRENAGES CONIQUES. 


~ Soient (S, O), (S,0") (fig. 139) les deux cônes proposés. Par 
un point quelconque M de l’arète de contact, je fais deux sec- 

Fig. 139. tions par des plans perpendicu- 
laires aux axes SO, SO’; puis dans 
le plan de la figure, je mène ss' 
perpendiculaire à SM. Cela posé, 
je prends les points s, $° pour 
sommets de deux nouveaux cônes 
(s, O), (s', O') ayant pour bases 


les cercles O, O’. Ces deux cônes 





auront un plan tangent ss’ com- 
mun, lequel est perpendiculaire au plan de la figure. Imaginons 
maintenant que les deux cônes (S, O), (S', O’) soient armés 
de dents engendrées chacune par le mouvement d'une droite 
qui, passant toujours par le point S, s’appuierait constamment 
sur une courbe donnée; les surfaces coniques de ces diverses 


ENGRENAGES CONIQUES. 351 


dents viendront marquer sur les cônes (s, O), (s', O’) une 
courbe dentelée analogue à celle des engrenages plans; et pen- 
dant la rotation des deux cônes autour des axes Ss, Ss’, les 
éléments de ces divers profils viendront passer successivement 
dans le plan tangent ss’; alors si l’on suppose que les deux sur- 
faces coniques (s, O), (s’, O’) aient une petite étendue com- 
mune de chaque côté de ss’, comme cela a lieu dans les côncs 
matériels exécutés par les soins de l’industrie, on en con- 
clura que ces courbes, si elles sont très-petites, se presseront 
en glissant l’une sur l’autre, dans la partie commune aux deux 
surfaces coniques, et produiront la rotation des deux cercles 
tangents en M, dont les rayons sont sM, s'M, et cela, comme 
si ceux-ci étaient armés d’un engrenage plan; donc pour ob- 
tenir les dents des deux roues (s, O), (s', O’), il suffira de 
développer dans le plan tangent ss’ les deux cônes auxiliaires 
(s, O), (s', O’), ce qui se fera en décrivant deux secteurs circu- 
laires tangents, en prenant pour rayons sM , s'M, et en leur 
donnant pour bases des arcs qui soient respectivement égaux 
à circonférence OM et à circonférence O'M. Ces développe- 
ments sont représentés dans la fig. 140. 


Fig. 140. 





On armera d’un engrenage plan les deux secteurs O et O’? 
ainsi obtenus, puis on enroulera chacun d’eux sur les deux 
cônes qui ont fourni ces développements, en faisant coïncider 
la ligne OO’ (fig. 140) avec ss’ (fig. 139). Cela fait, en faisant 


mouvoir une ligne qui, passant toujours par le point S, s'ap- 
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puiera constamment sur la dentelure de chacune des deux fi- 
gures enroulées, on engendrera le système des dents des deux 
roues. Il est bien entendu que ces dents ne doivent pas occuper 
toute la longueur des cônes primitifs: on limite les dents du 
premier cône au cône nS;m, parallèle au cône (s, O). De 
mème les dents du deuxième cône sont limitées au cône mS, n 
parallèle au cône (s', Oʻ). Si la longueur des dents est un peu 
grande, il faudra faire pour les cercles S,m, S, m, ce qu’on a 
fait pour les cercles sM, s'M, et enrouler dans chaque cône 
supérieur le nouvel engrenage plan. En faisant passer la 
lime par les points des deux profils situés deux à deux sur une 
mème génératrice , on exécutera l engrenage avec toute la pré- 
cision désirable. Quand les dents ont peu d'étendue, on les 
taille au burin ou à la fraise, en donnant à l'outil une inclinai- 
son convenable. 

Il est facile de s'assurer que les vitesses angulaires des deux 
cônes seront en raison inverse des rayons OM, O'M. En effet, 
dans l'élément + du temps, le point M, considéré comme ap- 
partenant aux deux circonférences sM, s'M, décrit autour 
des centres s, s un petit arc de cercle £ perpendiculaire au 
plan de la figure. Mais les deux circonférences OM, O'M ont 
aussi l'élément £ de commun, puisqu'elles ont en ce point une 
tangente commune perpendiculaire au même plan; donc on 


aura, en nommant {2 et Q’ les vitesses angulaires de rotations 
autour des axes SO, SO”, 


O7r.0M = 0/r.0'M, 


d’où l’on conclut 


TRACÉ DUN ENGRENAGE CONIQUE. 


Soient (S, P), (S, P^) (fig. 141) les deux cônes primitifs, et 
Sa leur arċte commune. Je prends aa, pour la longueur com- 
munc des dents, et je mène ensuite O,0" perpendiculaire à 
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Sa, les points O;, O’ seront les sommets des deux cônes de- 





vant servir de limite aux dents du côté du sommet S. Cela 
. posé, je développe les deux cônes (0, P), (o’, P') comme on 
le voit sur la fig. 142, puis sur les deux circonférences ainsi 
obtenues, je trace un premier engrenage, par exemple un en- 
grenage à flancs. Je développe aussi en O et O’ les deux cônes 
supérieurs , et je trace un deuxième engrenage qui sera sem- 
blable au premier; car, dans chaque roue, les points homo- 
logues de deux dents correspondantes seront situés deux à 
deux sur le même rayon. Tels sont les points £ et b,, x et a, 
jet c,, etc. Par conséquent, lorsqu'on aura tracé les courbes 
des dents relatives à chaque cône inférieur, on en déduira 
sans peine celles relatives aux deux cônes supérieurs. Je prends 
maintenant sur la fig. 142 une ouverture de compas égale à 
Oc, et je la porte sur la fig. 141 de o en c} en décrivant une 
circonférence sur le cône (0, P), en prenant le point o pour 
pôle, et oc pour rayon, on aura la limite des creux; joignant 
S avec c, cette ligne coupera O, a, en un point c;, qui sera 


l'extrémité du rayon de la circonférence limitant les creux 
23 
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sur Je cône supérieur. Une construction analogue faite sur le 
cône (o’, P’) fera connaitre les limites des creux dans la 


Fig. 142. 


\e 


ms“ …-"(%{ 
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deuxième roue, Je prends encore ob = Ob, et je joins le point 
b au point S; les circonférences décrites des points o et O, sur 
les cônes inférieur et supérieur de gauche, et avec les rayons 
ob, O, bi, marqueront sur la première roue les limites des 
dents ; pareillement, les circonférences analogues décrites des 
pôles o’, O', sur les cônes inférieur et supérieur de droite, 
marqueront les limites des dents sur la deuxième roue. On 
déterminera de la même manière les cercles où commencent 


e. 
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les parties courbes des dents. Si l’on mène ensuite les lignes 
Cie, Cc,, les figures BCcbb,c,C,B,, B'C'c'a' ac, CB, 
seront les coupes des couronnes des deux roues. Le tracé de la 
fig. 142 étant transporté sur les couronnes, les dents se taille- 
ront sans difficulté. 


ENGRENAGE DE ŁA VIS SANS FIN. 


84. La vis sans fin est une vis à filets carrés, qui sert à 
transformer un mouvement de rotation autour d’un axe, en 
un autre mouvement autour d’un autre axe qui lui est per- 
pendiculaire , mais qui ne le rencontre pas. 

” Nous rappellerons que les deux faces supérieure et infé- 
rieure de la vis sont engendrées chacune par une ligne perpen- 
diculaire à l'axe du cylindre, et qui se meut sur une hélice 
tracée sur ce cylindre. Cela posé, soient NN’ (fig. 143) le noyau 

Fig. 143. de la vis que nous supposerons 
No o verticale, et ms, nt les hélices 
| qui limitent la face inférieure du 
3 filet; enfin , soit O un cercle ver- 
| hose i T tical situé dans le mème plan que 
EAN vd N\ TaxeNN', et pouvant tourner au- 
R \ tour d’un axe horizontal qui se 


es 


/ projette en O. Soit xy une gé- 
E i nératrice du cylindre extérieur 
auquel la vis se termine; nous 
pourrons prendre xy pour direc- 
trice d'une crémaillère, dont les 
flancs seraient les horizontales 
mn, m'n’, etc. ; alors si nous armons la circonférence O de dé- 

3 2 ee | š 


avr. ve 





iN’ iy 


veloppantes de cercles engendrées par des points de xy roulant 
sur la circonférence O, ces développantes seront normales à 
xy, et par conséquent tangentes à des génératrices de la vis. Si, 
par exemple, Km est une de ces courbes, rencontrant le point 
m, de la face du filet, situé sur xy, cette courbe sera tangente 
à la. génératrice am, puisque cette courbe et la génératrice 
seront toutes deux normales à xry, et de plus situées dans le 


23. 
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éléments consécutifs qui répondent à ce point. Cela posé, 
nous démontrerons le théorème suivant : 

Le plan osculateur en chaque point d’une hélice tracée sur 
un cylindre circulaire droit, est normal au plan tangent au 
cylindre en ce point. 

En effet, le plan osculateur passe par deux tangentes infini- 
ment voisines, mt, mt’ (fig. 145). Supposons que par le point 

Fig. 145. m on ait mené des droites parallèles à 
toutes les tangentes à l'hélice; ces droites 
ayant la même inclinaison sur les généra- 
trices du cylindre, formeront un cône de 
révolution autour de l’arète m k du cylin- 
dre. Le plan des deux tangentes mt, mt 
sera tangent à ce cône; conséquemment, 





il sera perpendiculaire au plan qui con- 

tient la tangente mt et l’arête mk, car ce sera le plan dia- 

métral du cône. Or ce plan tmk est tangent au cylindre; donc 

le plan des deux tangentes mt, mt", c'est-à-dire le plan os- 

culateur de l’hélice, est normal au plan tangent au cylindre. 
C. Q. F. D. 

Concevons maintenant deux roues cylindriques pouvant 
tourner autour de deux axes fixes non situés dans le même 
plan. On veut transmettre à la deuxième roue le mouvement 
de la première. Dans l’engrenage que nous allons décrire, 
uous donnerons à la roue conductrice des dents ayant pour pro- 
{ils des développantes de cercles, tandis que les dents de la roue 
menée seront des portions d’une surface développable formée 
par les tangentes à une certaine hélice traeée sur la surface 
cylindrique de ła roue menée. 

Concevons deux cylindres cireulaires ayant un plan tangent 
commun P (fig. 146), que l'axe du premier soit vertical, et 
l'axe du deuxième incliné à l'horizon. Dans le plan P menons 
une droite verticale, puis décrivons sur le deuxième cylindre 
une hélice qui soit inclinée sur les génératrices de ce cylindre 

d'une quantité égale à langle VnS. Si l'on fait tourner ce 
deuxième cylindre autour de son asc, les différents points de 
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l’hélice viendront se placer successivement dans le plan tangent 

Fig. 146. P, et les tangentes 
à l’hélice viendront 
aussi successivement 
se placer dans ce 
plan. Elles y auront 
une direction verti- 
cale ; car elles feront 
toutes avec les géné- 
ratrices du cylindre 
un angle égal à V mS. 
Ces diverses tangen- 





tes forment une sur- 
face développable. Tout plan tangent à cette surface dévelop- 
pable passe, comme on sait, par deux arètes consécutives, 
c’est-à-dire par deux tangentes à l'hélice infiniment voisines, 
c’est donc le plan osculateur de l’hélice au point commun aux 
deux tangentes. Ce plan est perpendiculaire au plan tangent au 
cylindre mené par ce point de l’hélice, ainsi que nous l'avons 
démontré plus haut. Cela posé, considérons le plan osculateur 
à l'hélice en un point m , situé dans le plan vertical P; ce plan 
osculateur est normal au plan P : d'une autre part, il passe 
par la tangente à l’hélice au point m, laquellé est verticale; ce 
plan est donc le plan vertical normal au plan P. Or ce plan 
osculateur est le plan tangent à la surface hélicoïdale ; donc, 
dans le mouvement du cylindre autour de son axe, tous les. 
plans tangents à la surface développable hélicoïdale viendront 
se placer perpendiculairement au plan vertical P qu'ils cou- 
peront suivant des droites verticales. 

Maintenant supposons que le premier cylindre soit armé 
d’une dent an dont le profil soit une développante du cercle 
qui lui sert de base; cette dent sera elle-même un cylindre ver- 
tical , et ce cylindre sera toujours normal au plan vertical P, 
parce qu’une développante de cercle est toujours normale à 
toute tangente au cercle, Donc ce cylindre en tournant sera 
toujours tangent à la surface développable hélicoïdale qu'il 
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touchera suivant les génératrices successives. Il poussera donc 
cette surface en s’appuyant sur elle à chaque instant dans toute 
l’étendne d’une génératrice, laquelle génératrice est, au mo- 
ment du contact, dans une position verticale. Cette pression 
fera tourner le cylindre autour de son axe. Quand ce cylindre, 
qui forme une dent de la première roue, aura cessé de pousser 
la surface hélicoïdale qui forne une dent de la deuxième roue, 
deux autres dents semblables commenceront à être en prise. 
De la sorte, la transmission du mouvement se fera d’une ma- 
nière continue, comme dans les engrenages coniques. 

La rotation du deuxième cylindre autour de son axe, est à 
la rotation du premier, dans un rapport constant. 

Supposons que le premier cylindre ait tourné de la quantité 
aa’; dans ce mouvement le point m a quitté le plan P,"mais 
un autre point de l’hélice du deuxième cylindre est venu en m’, 
et sa tangente est m’V'. Les deux points de l’hélice qui sont 
venus successivement se superposer en m , m’, sont distants, sur 
les génératrices du deuxième cylindre, de la quantité mm’. 
Nommons ọ la rotation de ce deuxième cylindre, r son rayon, 
et à l'angle que la tangente à l’hélice fait avec le plan de la base: 
on aura 

mm = rẹ tang i. 
Mais 
aa = nn = mm' cosi; 
.done aussi 
aa = ro sini. 
Soit 4 la rotation du premier cylindre; on a, en nommant R 
son rayon , 
aad = Ry; 
donc enfin 
rossini =R Ÿ, 
d'où 
9 R 

Ņ rsin y 





Par conséquent, si la rotation du premicr cylindre est uni- 
forme, la rotation du second le sera aussi. 
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Les deux cylindres pourraient aussi être armés de dents de 
mème espèce. En eflet, traçons dans le plan tangent commun 
aux deux cylindres une ligne quelconque TT’, oblique à leurs 
génératrices, puis enroulons librement cette ligne successive- 
ment sur chaque cylindre; enfin imaginons que chaque roue 
soit armée d’une dent qui soit la surface hélicoïdale dévelop- 
pable formée par les tangentes aux deux hélices; en faisant 
tourner les deux cylindres d’une quantité telle, que deux élé- 
ments des deux hélicoïdes viennent se rencontrer au même 
point du plan tangent commun P, les génératrices en ce point 
commun coïncideront , puisqu'elles seront parallèles à la même 
ligne TT’. Les plans tangents communs aux surfaces hélicoï- 
dales coïncideront aussi, comme étant perpendiculaires au 
même plan P, et menés suivant la même droite. 

La rotation du deuxième cylindre autour de son axe est à 
la rotation du premier, dans un rapport constant. 

. Supposons que la rotation ait amené le contact à se faire sui- 
vant tt’; } et ọ étant les rotations correspondantes du premier et 
du deuxième cylindre, R et r leurs rayons, z et 5 les angles que 
la tangente à chaque hélice fait avec le plan de la’base du cy- 
lindre sur lequel elle est tracée, on aura 


cc = ry tang 6, 
bb' =R 4 tangz, 
d'où 
cc" _— rotang 
bb! — Ry tanga 
Mais on a aussi 











f | | ' 
c b'e 
ce = P s bb = 1 : 
cos 8 cos z 
de là on tire 
cc’ cosa 
bb cos B 


CA ce , * + * 

Egalant les deux valeurs du rapport zp? ©! réduisant, Jl vient 
2 

__r sinf 

~ Rosina 


-3 j-<- 
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On voit par là que si l’on choisit TT’-de manière que cette 
ligne fasse le mème angle avec les génératrices des deux cy- 
lindres, on aura simplement 


ÿ 


— 


F 
p R 
De sorte que , dans ce cas, les rotations seront en raison in- 
verse des rayons des deux roues, | 
On voit fonctionner cet engrenage dans une des plates-formes 
qui servent à tailler les engrenages à la fraise, chez M. Vennin, 


constructeur de métiers à filer le lin, rue Princesse, à Lille. 


CALCUL DU FROTTEMENT DANS LES ENGRENAGES CONIQUES. 


86. La théorie générale du frottement dans les engrenages 
est une application de la composition des rotations. Soient SO, 
SO" ( fig. 139) les axes des deux roues, OM =R, O'M =r 
les rayons de leurs circonférences primitives, et ọ l'angle 
OMO’ compris entre les plans de ces circonférences; l'angle ọ 
qui se compte de o à 180 degrés est évidemment le supplément 
de l'angle des deux axes. Soit aussi V la vitesse au point M; la 


: ; V 
vitesse angulaire de la roue O sera z’ celle de la roue O’ aura 


pour valeur r: Supposons pour fixer les idées que la roue O 
r 


tourne de droite à gauche pour un observateur qui aurait l'œil 
au point s; la roue O’, vue du point s’, tournera en sens in- 
verse. Cela posé, imprimons aux deux roues un mouvement 
commun de rotation autour de l'axe SO, avec une vitesse an- 


. . -. + ` V $ . 
gulaire qui soit égale à n ct de sens contraire; de la sorte la 
roue O sera réduite au repos, tandis que la deuxième roue O’ 
. + . V V 
sera animée de deux rotations de même sens R7 autour des 
T 


axes SO, SO’, Pour composer ces deux rotations en une seule, 
je porte sur les axes SO, SO' deux longueurs Sa, Sb qui soient 


respectivement égales aux deux vitesses angulaires ci-dessus; 
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en vertu du théorème de la page 24, la diagonale Sc du pa- 
rallélogramme Sabc représentera, en direction, l'axe autour 
duquel se fera la rotation résultante, dont la vitesse angulaire 
sera égale à cette même diagonale. Je dis maintenant que Sc 
sera dirigée suivant SM. En effet, les triangles aSc, bSc don- 


nent 





V sinbSc 
r  sinaSc”’ 


ou 2 
—— R` 


ac 
et en réduisant 
r _ sinbSc 


— 


R  sinaSc 





D'un autre côté on a, en considérant les triangles rectangles 
O'SM, OSM, 
O'M = SM. sin MSO’, 
OM = SM.sin MSO; 
de là on tire 
r _ sin MSO’ 
R — sinMSO' 
Mais 
| aSc + cSb = OSM + MSO, 
par conséqnent 
| aSc—OSM et eSb = MSO’. 


Donc si l’on nomme Q la vitesse angulaire résultante, on aura 


I I 2 COS 
=" — + — — - 
(1) Viti Rr 


Ainsi le mouvement relatif de la rouc O’ par rapport à la roue 
O est le même que si le cône (S, O’) roulait sans glisser sur le 
cône (S, O) avec la vitesse angulaire ci-dessus. 

Soient aĝ, a’ p’ les deux dents en prise ( fig. 140); la nor- 
male commune à l'élément superficiel de contact des deux 





dents viendra rencontrer, et sera perpendiculaire à la généra- 
trice suiyant laquelle les deux cônes se touchent ; mais les deux 
dents se poussent à très-peu près dans le plan tangent ss 
(fig. 139) ou dans le plan de la figure 140, on pourra donc 
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prendre A p pour cetle normale. Il résulte de là que la pression 
normale N entre deux dents aura la même valeur qu’au n° 80, 
savoir, 
(2) N= Ty 
en négligeant le deuxième terme du dénominateur. Mainte- 
nant soit F la résistance au mouvement, estimée suivant la 
tangente au point À, et provenant du frottement entre les 
dents, Si s est l'élément infiniment petit de la circonférence O' 
qui s'applique pendant l'instant t sur un arc égal de la circon- 
férence O pendant le mouvement effectif du système, le travail 
élémentaire de la force F sera Fs, et ce travail sera égal à 
celui du frottement Nf qui naît de la pression N. Nommant p 
la perpendiculaire Ap, le glissement de la dent «'ß' sur la 
dent aĝ sera Qpr, et le travail correspondant aura pour valeur 
NfQp +. Égalant ces deux expressions du travail élémentaire 
du frottement, il vient | 
Fs=N/aûpr. 


Remplacçant Q et N par leurs valeurs précédentes, on trouve 








Pi PfprV Ces e 2 cosp 

sin RE ce Rr 

Mais 
s= VŅŲVr; 

donc 

P/p 1  2C0$9 
3) F = i 
( f sin ? nee | Rr 


Comme dans la pratique ọ diflère très-peu de go degrés, on 
peut supposer sing = 1; en même temps p diffère très-peu de 
l'arc S parcouru par le point A, pendant que les deux dents se 
poussent depuis le point A jusqu’à une position quelconque; 
on peut donc prendre pour la valeur de F 


£) F= < _2c05e > 
(4). TVET += Ry 





Cette formule coincide avec la formule (8) du n° 80 quard on 
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y fait ọ = 180°, On trouve ensuite, comme au numéro cité, 
que le frottement moyen a pour valeur 











- I ` I 2 COS y 
F—_lpfs LE à 
(5) 2 S Viti + Rr 
Si l'on prend S égal au pas de lengrenage, 
s — ? zR —2 Aa | 
n n 
d'où 
S_27 S_ 2r 
R on r n° 


par suite la formule (5) devient 


Grosses 





nn 


Ce qui fait voir que le frottement est d'autant plus faible, 
que les dents sont plus nombreuses. 


TRAVAIL ABSORBÉ PAR LE FROTTEMENT. 


Si l’on veut avoir le travail dû au frottement moyen pen- 


dant le”parcours d'un arc S, il suffira de multiplier par S le 


deuxième membre de l'équation (5), ce qui donne 





= 1! jd I hui À 
(7) . GF => P/S at4 R; 7 


Li 
[A . . , 
© étant le pas de l'engrenage , si l'on fait S = w, cette formule 
devient 


nur , I I 2 COSy 
(8) SUITE ES 


La formule (6) fait voir que le frottement augmente depuis 
ọ = o où il est le plus petit, jusqu'à ç = 180° où il est le plus 
grand, Le frottement est donc le plus faible dans lengre- 
nage plan intérieur, le plus grand dans l’engrenage plan 
extérieur. 
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Pour que les formules précédentes soient exactes, il faut 
supposer que R et r se rapportent au milieu de la longueur 
de la dent, estimée suivant la génératrice de contact des deux 
cônes primitifs. 

Si l'on veut avoir plus de détails sur le calcul des frotte- 
ments dans les éngrenages, on pourra consulter un Mémoire 
remarquable de M. Combes, inséré au Journal de M. Liou- 
ville, tome JI, page 109, d'où la théorie précédente a été ex- 
traite, du moins à la forme près. 
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TRANSFORM ATION DES MOUVEMENTS. 


CAMES POUR SOULEVER DES MARTEAUX ET DES PILONS. 


87. Quand une roue ne porte que quelques denis, celles-ci 
prennent le nom de cames. Soit proposé de souleyer un mar- 
teau ou un foulon OM ({ fig. 147), tournant autour d'un axe O. 


Fig. 147. 





La ligne Oc pourra être considérée comme le flanc d’une roue 
ayant pour rayon Oc = OA; alors en décrivant unce circonfé- 
rence O'A tangente à la première, il suffira d'armer celle-ci de 
dents ayant pour profils des épicycloïdes ; l'une d'elles A e sera 
engendrée par le point À du cercle ABOC roulant sur le cercle 
O’. Soit Oc une position voisine de la position la plus élevée 
du marteau; en menant À a perpendiculaire à Oc, on aura, 
pour cette position, le point de contact de la dent et du marteau, 
de sorte.que pour conduire le marteau jusqu'en Oc, la dent 
devra glisser sur la partie ca du flanc. Je limite la dent en 
décrivant une circonférence du point O’ avec O’a pour rayon. 
On remarquera maintenant que lorsque la dent Ae sera par- 
venue en na, on aura 


arc À n =: arc Àc; 
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mais comme le marteau tend à retomber, la dent ne l'abandon- 
nera pas encore, elle le soulèvera jusqu'en OM, en agissant par 
sa pointe qui glissera sur le flanc de a vers c. 

Pendant cette période, le mouvement du marteau ne sera 
pas proportionnel à celui de la roue, puisque le flanc ne sera 
plus poussé par l’épicycloïde. Si du point M, pris pour centre, 
on coupe la circonférence O’ en prenant pour rayon corde Ae, 
on marquera le point m où se trouvera la dent au moment 
où elle laissera tomber le marteau, Mais dès que le marteau 
sera tombé, il faut qu’une autre dent vienne le saisir; donc si 
la chute du marteau était instantanée, larc Am serait l'inter- 
valle entre deux dents consécutives, pourvu toutefois qu'il fût 
une partie aliquote de la circonférence. En portant arc Am 
sur circonférence O’, on reconnait qu'il y est contenu cinq fois 
avec un reste; on pourra donc prendre pour intervalle entre 
deux dents le cinquième de circonférence O’, et donner ainsi 
cinq dents à la roue. Le petit arc m A’ représente ici la rotation 
de la roue pendant la chute du marteau. On ne trace qu’un 
seul profil épicycloïdal, l'autre étant inutile. 
= Pour calculer l'arc æ décrit pendant la chute du marteau, 
nommons g le centre de gravité de celui-ci, ż le temps de la 
chute, et v la vitesse de la roue; le mouvement étant supposé 
uniforme, 


(1) | a = rt; 
posant gp =h, on aura, à peu près, 


(2) h = 


op? 
St" 


Nim 


d'où 
t= y= [ voir page 257, formule (6)], 
par suite SER 
2h 
3 a = v 4 / —- 
(3) z 


Ajoutant cet are à l'are Am, il vient 


xz = arc À mn” “+ 2. 
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Si larc x ainsi calculé était une partie aliquote de la circonfé- 
rence O’, il serait l’espace entre deux dents; mais il n’en sera 
ainsi que par hasard : alors on divisera circonférence O par 
l'intervalle ci-dessus, et l’on prendra pour nombre de dents la 
partie entière du quotient obtenu. On aura de la sorte un in- 
tervalle un peu plus grand qu'il n’est nécessaire pour tenir 
compte de la chute du marteau. Supposons v = 0",06 (nous 
prenons une vitesse très-petite , afin qu’elle puisse s'adapter à 
la figure précédente); ayant mesuré sur une échelle très-serrée 
les quantités » , arc Am, et O'A =R, je trouve, par exemple, 


h = o™,0169, R—0",026, Am —0",0276. 
Avec ces données, la formule (2) donne 


t — 0°,0587 ; 
on a ensuite 
2rkR 


Amd a mad 5,25. 


a= 0",0035, Am+z—=0,0311, 
Il faut donc prendre 5 pour nombre de cames. Alors l'inter- 
valle entre deux dents consécutives sera 0™,0327. 


88. Soit proposé de soulever un pilon P ( fig. 148) au moyen 
d’une roue OA tournant autour du centre O. Prolongeant le 
Fig. 148. côté AC dw mentonnet sur lequel 

la dent doit agir, on pourra re- 
garder xy comme étant la direc- 
trice d’une crémaillère dont le 
flanc serait AB; partant, la dent 
qui soulèvera le pilon aura pour 
profil une développante de cercle 
décrite par le point A de la tan- 
gente Ax roulant sur circonfé- 
rence OA. Soit Aa'la course du 
pilon. La dent Aa devant quitter 





celui-ci en a’ B’, elle aura pris alors unce position A'a’ telle, que 
arc À A’ = A a'; donc si du point O pris pour centre, et avec 


24 
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Oa' pour rayon, on décrit une circonférence, cette circonfé- 
rence limitera toutes les cames ; par conséquent si la chute du 
pilon était instantanée, et si AA’ était une partie aliquote de 
la circonférence OA, larc AA’ serait l'intervalle entre deux 
dents. Pour avoir le nombre de cames, on ajoutera à cet arc 
l'arc décrit par la roue pendant la chute du pilon ; on divisera 
circonférence OA par le résultat obtenu, et l’on prendra la 
partie entière du quotient pour le nombre de cames; de la 
sorte, dès que le pilon sera tombé, une autre dent viendra 
bientôt après le soulever. 

Soient » la vitesse de la roue, t le temps de la chute du pilon; 
posant A a'= h, OA = R, on trouve d'abord, par exemple, 


h = 0,0314, R = 0”,033. 
Calculant ensuite le temps de la chute par la formule 


2 À 
t= — şs 
S 


on obtient 
t = 0*,08. 


Prenant pour vitesse de la roue 
e = 0™,04, 
on trouve successivement : 


pt = 0",0032, 

h + vt = 0",0346, 
2rR = 0,2073, 

2r R 

h + vt 





= 6,9. 


On devra donc prendre pour le nombre n de cames, 
n = 6. 


Alors l'intervalle æ entre deux dents consécutives aura pour 


valeur 
a = 0,04 14. 
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Connaissant la course h du pilon, le nombre N de tours que 
la roue doit faire en une minute, et le nombre n de cames 
qu'on se propose de lui donner, on peut calculer le rayon de 
celle-ci, de manière qu'il n'y ait pas d'intervalle entre la 
chute et l'instant où la came viendra saisir le pilon. En effet, 
on aura pour déterminer R, 


. t 


(1) 2rR=n(h +vt). 


Soit w la vitesse angulaire de rotation; la vitesse ahsolue d’un 
point de la circonférence de la roue sera 


= PER 


30 


par suite, l'équation ci-dessus deviendra 


anR = n (h T e): 





30 


d’où l’on tire, en remplaçant tpar sa valeur, 





} u 
(2) R = ds 
nNn 2h 
2n — — 
30 g 


Toutefois le nombre des cames de la roue ne sera pas en- 
tièrement arbitraire, attendu que R devant être positif, le 
nombre n aura pour limite 


(3) rend 


Au lieu de faire agir la came sur un mentonnet , on ménage 

Fig. 149. souvent dans la tige du pilon une ou- 
verture (fig. 149) dans laquelle on fait 
entrer la came. On évite ainsi les frot- 
tements dus aux pressions latérales con- 
tre les guides ou prisons. On peut même 
mettre un galet dans la tige évidée du 
pilon. 





24. 
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DIVERS MODES DE PRODUIRE DES MOUVEMENTS RECTILIGNES 
ALTERNATIFS. 


89. Entre deux crémaillères parallèles et rendues solidaires 
d’une manière quelconque, on fait tourner une roue n'ayant 
que quelques dents (fig. 150); cette roue imprimera évidem- 
ment au système un mouvement rectiligne alternatif, dont la 

Fig. 150. course sera égale à l'arc 
de la circonférence pri- 
mitive occupée par les 
dents de la roue, les- 





quelles sont ici des déve- 
loppantes. Si lon veut qu’il n’y ait pas d'interruption , après 
chaque course, il faudra prendre la circonférence primitive 
égale au double de cette course, et mettre des dents sur toute la 
demi-circonférence. Alors quand la dernière dent aura cessé 
de pousser d’un côté, la première dent commencera à être en 
prise de l’autre. 
On a un châssis ( fig. 151) auquel il faut imprimer un mou- 
vement de va-et-vient à l’aide d’une came fixée sur une roue 
Fig. 151. O; soient mm’ la course 
du chàssis, et m la posi- 
tion initiale du galet su- 
périeur sur lequel doit 
agir la came, Si nous 





prenons yy' pour direc- 
trice d’une crémaillère, en faisant rouler la tangente my! 
sur circonférence OA, le point m du galet situé sur yy’ en- 
gendrera une développante qui sera normale à yy’, quelle 
que soit la position que la rotation lui fasse prendre; donc 
elle poussera le galet dans la direction mm'. En mème temps 
le galet z’ s’avancera vers n où il arrivera en même temps 
que le galet supérieur en m’. Maintenant, si du point O pris 
pour centre, et avec Orm’ pour rayon, on décrit un arc de 
cercle, cet arc de cercle marquera la limite n’ de la came, et 
si l'on donne au chässis une largeur telle que cire. OA = 2m", 
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lorsque le point m sera arrivé en m’, le point À aura parcouru 
une demi-circonférence et sera venu se placer en a; d’un autre 
côté, comme Cn = Bm, la came sera en prise avec le galet z, 
au moment même où elle quittera le galet supérieur. Elle pous- 
sera donc le galet inférieur jusqu’en n’, et ainsi de suite; de 
plus, le mouvement du châssis sera uniforme si le mouvement 
de la roue lui-même est uniforme. 
On veut imprimer un mouvement de va-et-vient à la tige TT, 
(fig. 152), en faisant tourner autour du point O une courbe 
Fig. 152. en cœur, formée de deux portions symé- 
triques d’une spirale d’Archimède. Soit 
BB’ la distance constante des deux galets 
B, B’, sur lesquels la courbe doit glisser. 
On sait que dans la spirale d'Archimède 
la différence de deux rayons vecteurs est 
la même que la différence de deux autres 
rayons vecteurs qui comprennent le même 
angle que les premiers (page 320); d'a- 
près cela, pour deux rayons vecteurs 
Om, On également inclinés sur BB’, on 
aura 





OB — On = Om — OB, 
d’où l’on tire 


Mais 


2 OB = BB’ = Om + On. 
On — On", 
en vertu de la symétrie de la figure; donc 
Om + On'= BB". 
D'un autre côté, les angles BO m, B'On’ sont égaux; par con- 
séquent la droite O n’ est le prolongement de Om; donc enfin 
mn' = BB. 


Ainsi toutes les cordes qui passent par le point O sont égales; 
d'où il résulte que, dans toutes ses positions, le cœur pourra 
s'interposer entre les deux galets B, B’. Il est évident que la 
rotation fera exécuter à la tige TT, un mouvement rectiligne 
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alternatif, et ce mouvement sera uniforme, si le cœur se meut 
lui-même d’un mouvement uniforme ; car pour deux rotations 
égales, la tige s’avancera de la différence des rayons vecteurs 
correspondants. Quant à la course c de la tige, elle aura pour 
valeur 
c = OA'— OA. 
TRACÉ DE L’EXCENTRIQUE EN COEUR. 


On suppose connues : 

1°. La course c que doit produire l’excentrique; 

2°, La distance constante / des deux galets. 

Si l’on admet pour un instant que la courbe soit tracée 


(fig. 153), on aura 
OA’ + 0A =}, OA’ — OA =c, 


d’où l’on tire 





Par conséquent, si l’on prend AD = c, le point O sera le mi- 
lieu de A'D. Traçons maintenant une ligne indéfinie, prenons 
sur cette ligne AA’ =Z, et portons à la suite AD =c; les 
points A’et À seront les deux sommets de la courbe. Du milieu 
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O de A'D je décris ensuite une circonférence, puis je partage 
cette circonférence, ainsi que AD, en un même nombre de 
parties égales, par exemple en 16; cela fait, si du point O 
comme centre je décris un arc de cercle avec Oa pour rayon, 
les points où cet arc de cercle rai coupera les deux rayons 
vecteurs O1, appartiendront à la courbe; parcillement les 
points où l'arc de cercle 2b2 coupera les deux rayons vec- 
teurs O2, feront partie de la courbe, et ainsi de suite. L’ex- 
centrique en cœur est employé dans la plupart des métiers à 
filer le lin, pour élever et abaisser le banc à broches. Je citerai 
entre autres ceux de M. Vennin, constructeur à Lille. 


EXCENTRIQUE CIRCULAIRE. 


Soit O un axe de rotation (fig. 154). On monte sur cet axe 
un double anneau, mais par un point autre que le centre; l'an- | 
Fig. 154. neau intérieur peut glisser en tournant 

dans le premier. De la circonférence de 
l'anneau extérieur partent deux tiges qu'on 
relie d’une manière quelconque, et qui 
viennent s’articuler, par exemple, avec la 
tige d’un piston mp. Considérons l’excen- 
trique dans la position AB; alors le centre 
est en a, et le piston qu’il dirige a la 
| position mp. La rotation autour de l’axe O 
à se faisant dans le sens de la flèche, et le 









= 
+ 


centre a restant toujours à la même dis- 


r 
here TES 


tance de l’axe O de rotation, le point a 
/ décrira la circonférence adbc. Quand le 
N ia; 7 centre a sera parvenu en d, l’excentrique 
De aura pris la position A” B”, et le point m 

sera descendu de la quantité mm' = Oa. 
La rotation continuant, le centre mobile arrivera en b, et 
alors l'excentrique aura pris la position A'B’; en même temps 
le piston aura parcouru le nouvel espace m'm” = Ob; la 
course entière du piston sera donc 


mm” = ab. 
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Ainsi la course, due à l'excentrique, est égale au diamètre 
. de la circonférence décrite par son centre. La rotation con 
nuant, le piston remontera, et ainsi de suite. 


EXCENTRIQUE SIMPLE. 


Soient un châssis rectangulaire ( fig. 155) pouvant tourner 
autour d'un axe O', et O un axe de rotation sur lequel est monté 


PF ms LT mn. 
t! > 





N’ E 


un excentrique circulaire BDEF, dont le centre décrit la cir- 
conférence Amn. Lorsque par l'effet du mouvement autour du 
point O, le centre À de l’excentrique sera venu en m, le rec- 
tangle MN M'N’, qui est mobile autour du point O’, touchera 
l'excentrique en deux points situés sur la perpendiculaire me- 
née du point m sur O’m", et l'angle AO’ m sera l'angle d'écart. 
Quand le centre A sera parvenu en z, le rectangle touchera le 
cercle mobile en CC’, et l'angle d'écart maximum sera OO’n ; 
de l’autre côté de OO”, l'écart maximum sera le mème. 

Le mouvement circulaire alternatif autour de O’ peut à son 
tour être changé en un mouvement rectiligne alternatif. Un 
excentrique de cette espèce est employé à mouvoir la pompe à 
air de la machine à vapeur de M. Fiévet, constructeur de ma- 
chines à vapeur à Esquermes, qui a bien voulu nous laisser 
visiter son établissement avec les élèves de la Faculté. 


PARALLÉLOGRAMME DE WATT. 


Y0. Considérons un demi-balancier OA ( fig. 156) pouvant 
osciller autour du centre O, et construisons sur OA un parallé- 
logramme articulé. Si nous attachons le point b à la tige d'un 
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piston assujetti à décrire une droite bb”, le point a , pendant le 

Fig. 156. | mouvement du balancier, 
décrira à très-peu près 
une circonférence de cer- 
cle aa'a”. Donc récipro- 
quement, si l’on assujettit 
le point a à décrire la 
circonférence aa’ a”, qui 
passe par les trois posi- 
tions que prend le sommet 
a dans les excursions ex- 
trèmes et moyenne du ba- 
lancier, en articulant ce 
point a au centre O’ par 





une bride O'a, le point 
b décrira la ligne droite bb”. 


COURBE A LONGUE INFLEXION. 


Rigoureusement parlant, le sommet b du parallélogramme 
ne parcourt pas une ligne droite, mais bien une courbe en 
forme de 8 qu'on nomme courbe à longue inflexion, et dont 
une portion diffère peu de la ligne droite. Pour trouver un 
mode de génération plus simple que le précédent, menons Om 
parallèle à Ab, et nous aurons 


Om = A b = constante ; 


donc le point m parcourt une ci rconférence de cercle. Mais on 


a aussi 
ma = mb — ab = OA — Ad = constante : 


d’ailleurs le point a décrit également une circonférence; donc 
la courbe proposée peut aussi être engendrée par un point d’une 
droite, dont deux points fixes sont astreints à rester sur deux 
circonférences de cercles. 

Nous avons construit ci-après (fig 157) la courbe à lon- 
gue inflexion décrite par le point b de la figure précédente. Les 
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lignes pointillées représentent diverses positions de la droite 
Fig. 157. mb; on voit que la courbe 

obtenue n’est sensible- 
ment rectiligne que dans 

-~ une certaine étendue. De 
là il suit que dans l’éta- 
blissement du parallélo- 
gramme de Watt, il sera 
nécessaire de construire 
cette courbe, afin de ne 
pas donner à la course du 
piston une étendue plus 
grande que la partie rec- 
tiligne de la courbe dé- 





crite; sans cela on expose 
la machine à des ébranlements toujours nuisibles. 

Si l’on veut mener une normale à la courbe précédente par 
un point donné b, on mènera la génératrice ab, laquelle s'ap- 
puie sur les deux circonférences aux points a et m, on tirera 
les rayons Oa, O’m, et le point de rencontre c de ces rayons 
sera le centre instantané de rotation de la droite mobile pour 
la position ab ; par conséquent, en joignant le point c au point 
b, on aura la normale demandée. 

Nous avons construit de la mème manière la normale au 
point b’. 

Il résulte de la génération de la courbe à longue inflexion , 
que pour imprimer un mouvement rectiligne à une tige quel- 
conque (du moins dans de certaines limites), il sufra de l'ar- 
ticuler avec une autre tige, dont deux points fixes seront as- 
treints à rester sur deux circonférences de cercles. Le tracé fera 
connaître les limites qu'il faudra assigner au mouvement qu'on 
veut produire 


CONSTRUCTION PRATIQUE DU PARALLÉLOGRAMME DE WATT. 


Soient OA et OA’ ( fig. 158) les positions extrêmes du balan- 


cier, OB sa position moyenne ; sur le milieu Q de la flèche BP 


TRANSFORMATION DES MOUVEMENTS. 379 


on élève une perpendiculaire, et l’on prend CC’ pour course du 
Fig. 158. piston. Ayant construit 
les parallélogrammes qui 
répondent aux positions 
extrêmes et moyenne du 
balancier, on fait passer 
une circonférence par les 
trois points a, b, c, ainsi 
obtenus, et l’on en dé- 
termine le centre O’; ce 
point est le point d’atta- 
che de ła bride. 
On peut remarquer 
que la corde de l’arc que 
décrit l'extrémité du ba- 





lancier est égale à la 
course du piston, car le quadrilatère ACA’C’ est un parallélo- 
gramme ayant deux côtés opposés égaux AC, AC’, et deux 
autres parallèles AA’, CC’. Remarquons maintenant que les 
triangles rectangles ACR, DBQ sont égaux; en effet, l'hy- 
poténuse AC du premier est égale à l’hypoténuse BD du 
deuxième; de plus CR = PQ = BQ. De là il résulte que 
AP = CD: mais AP est la moitié de la course du piston; donc 
aussi CD, et, par suite, DC’. 

Joignons maintenant le point E au point E’: la ligne EE’ 
divise proportionnellement les côtés OA, OA’; donc elle est 
parallèle à A A’, et, par suite, à CC’. D'un autre côté, les lignes 
Ea, E'c sont égales et parallèles, car elles sont respectivement 
égales et parallèles à AC et à AC’; par suite la figure EE’ac 
est un parallélogramme , et de là il résulte 


EE’ = ac : 
alors la ligne ac est parallèle à ST, et l'on a 
ac =ST, aS=cT. 


Mais les triangles rectangles CaS, C’cT sont égaux, ayant 
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l’hypoténuse égale et un côté de l'angle droit égal; donc 


CS — CT, 
el, par suite, 


CD—CS—CD—CT, ou DS=DT. 


La ligne bD est donc perpendiculaire sur le milieu de la 
corde ac; ce qui prouve que le centre du cercle abc, ou le point 
d’attache de la bride, est situé quelque part sur cette ligne. Si 


AE = - OA, la ligne EL/ sera égale à la demi-course du piston, 
2 


ainsi que ac son égale; donc le quadrilatère CD ac sera un pa- 
rallélogramme, et l’on aura 


Dece = Ca = Dé: 


dans ce cas, le point D sera donc le point d'attache de la bride. 
Le point C n’est pas le seul point du parallélogramme qui par- 
coure une ligne droite. Pour le faire voir, je joins le point O 
au point C; et je dis que lẹ point m décrira une ligne paral- 
lèle à CC'. Je considère une seconde position quelconque OB 
du balancier, je tire la ligne OD, et l’on aura 


Em =ËFn. 
En elfet, les triangles semblables OEm, OAC, donnent 
Em AC où gm ACOE 
OE  OÂ’ 7 OA 


Pour la seconde position du balancier, on a pareillement 


Fr BD |, __ BD.OF 
OF ORB’ d’où Fn = OB 5 





par conséquent 
Em = Fn. 
La comparaison des mêmes triangles donne encore 


Om OE On _ OF, ds Om _On, 
OC OA’ OD OB’ OC OD’ 


ce qui fait voir que la ligne mn divise proportionnellement les 
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côtés OC, OD du triangle COD ; donc elle est parallèle à CD. 
De là il suit que si le point C décrit une ligne droite, le point 
m décrira aussi une ligne droite parallèle à la première. On 
attache ordinairement au point m la tige du piston de la 
pompe à air. 


DIMENSIONS DU BALANCIER ET DU PARALLÉLOGRAMME. 


Watt adoptait les dimensions suivantes, lant pour le balan- 
cier que pour le parallélogramme, 


0) og=že, 
d'où 
(2) PQ = 37 


ainsi qu'on le verra plus bas (c est la course du piston). De là 
il suit que la longueur du balancier est 


(3) 20B = 3c + — 
12 
Enfin Watt assignait au côté AC les limit- 


ice 
(4) 7 
AC< ic. 


Jl résulte d’un Mémoire de M. Carbonnelle, inséré dans les 
Mémoires de l Académie de Bruxelles (année 1853, tome XX), 
que les dimensions précédentes, auxquelles Watt avait été con- 
duit, sans doute après de longs tätonnements, assurent la plus 
grande étendue possible au mouvement rectiligne de la tige du 
piston, en même temps qu'elles donnent à ce dernier mouve- 
ment toute la rectitude dont il est susceptible. 


CALCUL DE LA LONGUEUR DE LA BRIDE. 


Posant, pour abréger, 


OA =b, AE=—7, AOB—3%, ab =), 


382 VINGT-TROISIÈME LEÇON. 


on a les relations 


I ; 
aS=lcosọ, CS= sing, au =z c — lsin, bu = l — l cosg. 
On déduit ensuite du triangle rectangle abu, 
1 í a 
n É c— 1sine) + l’ (1 — cos®). 


Mais les triangles rectangles O’BK, abu, étant semblables, 
donnent à leur tour, par la comparaison des côtés homologues, 
et en posant O'b =R, 


R À 
11 = l (1 — cosy) 
d’où 
12 
ns 2l(1— coso) 


Quant à l'angle ọ, il sera donné par la formule 


c 
sin ọ = — ’ 
(5) ? ab 
Si dans la valeur ci-dessus de R on remplace à? par sa valeur, 
on trouve, après quelques transformations, 


is ieaiai 
(6) Er en — FF 27 


Ordinairement l'angle ọ ne dépasse pas 20 degrés; par con- 
séquent si 2 / diffère très-peu de b, ainsi que cela a lieu généra- 
lement, on pourra réduire la formule (6) à son premier terme, 
et prendre 

(8 —1} 
(7) pes 


La à De. Xi 
Si l= z b, l'équation citée donne R = ?, ce qui confirme la so- 


lution géométrique du problème. 
Remarquons maintenant que l'on a 


OB = (0Q + PQ) = AP + OP = 7 + (0Q — PQ}. 
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Développant et réduisant, il vient 


.-0Q.P =. 
4.0Q.PQ Z 


alors si on prend, comme Watt, 


3 
oQ at 


il vient 


et 


2b=3c+ Re 
12 


Au moyen de cette valeur de 2b, la formule (5) donne en- 
suite 


: 12 
(8) sing = 37° 
d'où 
(9) y = 18° 55’ 28,7. 
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me 


VINGT-QUATRIÈME LECON. 


DES POMPES, 


DIVERS GENRES DE SOUPAPES. 


91. On appelle soupape une pièce mobile qui sert à inter- 
cepter momentanément la communication entre les deux par- 
ties d'un même conduit qu’un liquide doit parcourir. 

Parmi les soupapes, on distingue la soupape conique, la 
soupape sphérique, et le clapet ou soupape plane et à char- 
nière. 


Les soupapes conique et sphérique (fig. 159 et 160) portent 


Fig. 159. un petit cylindre qui glisse dans un cy- 
lindre directeur. 
EX A Le clapet (fig. 161) est terminé par une 


petite face plane inclinée, afin d'éviter 
qu'il ne se pose à plat sur louverture du 
conduit. 

Pour comprendre l'utilité de cette dis- 
position, concevons un tube À (fig. 162) 
par lequel s'écoule un liquide; si pendant 
l'écoulement on approche de l'ouverture 





une petite plaque P qui déborde des deux 


Fig. 192. côtés, cette plaque sera comme attirée 
| A 

1h ~ vers l'ouverture du tube; cet effet est dû 
otli ` . » . E 

A il à la pression atmosphérique, parce qu'il 
Wili se produit un vide au milieu ct vers le 

Í bas de la masse en mouvement, De là il 


suit que si cette plaque P est une sou- 
pape, elle tendra à se fermer malgré 





l'écoulement du liquide. 
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PISTON. 


On nomme piston un cylindre de peu de longueur, et porté 
par une tige qui reçoit le mouvement du moteur. Ce cylindre 
se meut dans un cylindre plus grand appelé corps de pompe. 
Les pistons des pompes sont formés ordinairement de deux 
disques métalliques, entre lesquels se trouvent des rondelles 
de cuir. Cette disposition a pour but de rendre plus intime le 
contact du piston avec le cylindre. 


POMPE FOULANTE. 


92. Il y a différentes espèces de pompes; les principales 
sont: la pompe foulante, la pompe aspirante et foulante. 

Le corps de pompe de la pompe foulante plonge dans l’eau 

jusqu'à une certaine profondeur (fig. 163); de la partie infé- 

| Fig. 163. rieure de ce corps de pompe se détache un 

tuyau qu'on nomme tuyau d’ascension, et 

B” qui est destiné à conduire l’eau à la hau- 

teur voulue. Une soupape qui s'ouvre du 

[== dehors en dedans est placée à la partie in- 

= férieure de ce corps de pompe. Une autre, 







re qui s'ouvre du dedans en dehors, est si- 


EURE 


== tuée à la naissance du tuyau d’ascension. 
= Le piston étant dans la position qu’on voit 
= sur la figure, si on l’abaisse, la soupape 
z du corps de pompe se ferme; la soupape 
si du tuyau latéral s'ouvre, et l’eau, foulée 

par le piston , pénètre dans le tuyau d'élévation. Un nouveau 
coup de piston produit une nouvelle ascension du liquide, et 
ainsi de suite, jusqu’à ce qu'enfin l’eau s'écoule par l’ouver- 


pt 


| 


ture supérieure du conduit. 


EFFORT TRANSMIS AU PISTON. 


Nommons a la surface du piston, et a’ celle de l'ouverture 
du tuyau d'ascension. Q étant la pression que le piston exerce 


sur le liquide, cette pression rapportée à l’unité de surface 
25 
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ou, ce qui revient au même, 


T, = aD(H—z—c)(x +i)e +aDe (1+ n)n; 
faisant passer le facteur € entre les parenthèses, il vient 
T,=aD(H—z—c)(c+e) + aDe(c + €). 


Négligeant les termes affectés du facteur € qui sont infiniment 
petits, ou, ce qui revient au mème, faisant € = o , afin d’in- 
troduire dans la formule la loi de continuité, on obtient enfin 


(3) T.=4Dec (#—a— że). 


Relativement au travail moteur, il se détermine, dans chaque 
cas particulier, d’après la nature et le mode d’action de la force 
motrice. Quand il s’agit de petites pompes mues par des moteurs 
animés, on estime qu’il est à peu près égal à une fois et demie le 
travail utile. Si les résistances sont nombreuses, ainsi que les 
coudes et les tuyaux, on le fait égal à deux fois le travail utile. 
Comme, dans le travail des pompes, on ne peut déterminer 
exactement tous les frottements, on se contente dans la pra- 
tique de ces évaluations. 
= Toutefois le travail moteur peut s’obtenir approximative- 
ment de la manière suivante : Si pour une course du piston 
l’on nomme T, le travail dû aux frottements de l’eau contre les 
parois des conduits supposés partout de même diamètre, et Tf 
le travail absorbé par les frottements ordinaires, on aura 


Ta = Ta + T.+- Ty. 


Mais, d'après M.. de Prony, le frottement F d'un élément cy- 
lindrique de liquide d'une longueur s a pour valeur 


en désignant par £ le périmètre intérieur du tuyau, et par u la 
vitesse moyenne de l’eau par minute, Or, chaque coup de piston 
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fait avancer l’eau dans les conduits d’une certaine quantité c’; 
par conséquent, la somme des travaux élémentaires des forces 
F pour tout le développement À de la colonne liquide, sera 


D 
` Ve ehe (u+ Éu): 


o 
Soit a’ la section du tuyau; on a évidemment, en supposant 
qu'il n'y ait pas de fuites, 

{ 


i L ` La a 
ac=ac, d'où c—==0c; 
a 


donc 





D :à 
L= ns aa (au+ pa e); 
ga 60 


Soient p le rayon du conduit, et N le nombre de doubles 
courses par minute, on a les relations 
E = TP, a=#p, u = —) 


par suite, 





T N D æd) (= B zr). 


= 60 g Tp’ bo rp’ 


Substituant cette valeur dans celle de Tn, il vient 





Tte=T,+ 52 _ (a + E =) LT 
Tel est le travail relatif à une course du piston. 

S'il y avait plusieurs systèmes de conduits n'ayant pas tous 
le mème diamètre, chaque système de même rayon introduirait 
au deuxième membre de la formule précédente un terme ana- 
logue à celui qui accompagne T,„; par conséquent, pour une 
pompe quelconque, le travail moteur développé en une mi- 
nute aura pour valeur 


2 ? nt ` 
EC k ae) + T 





Taz T, TS E M 
Go T p° 


T, et Tétant maintenant letravail utile, et le travail des frot- 
tements ordinaires en une minute, et le signe È s'étendant à 
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tous les systèmes de tuyaux. Si dans cette formule on remplace 
Nac par sa valeur S, on obtient enfin 


1 DS à B s 
3 bi Ta = T.+ = — — Ir- — — T 
dd tre pet é ar) + 
Le terme T}, ou du moins sa limite, se calculera , dans chaque 
cas particulier, d’après les dispositions du mécanisme et la 
nature de la force motrice. 
Quant aux coefficients z , f ils ont pour valeurs, 


a = 0,000170, 


8 = 0,003416. 


On peut remarquer que le travail absorbé par les frottements 
de l’eau croît très-rapidement avec S. Il croît aussi très-rapi- 
dement à mesure que o diminue. 

Si l’on prend, par exemple, 


S= o™,1, == 4", p=0",03, 
on trouve 
T, = 16*'™, en une minute, 


CALCUL D'UNE POMPE ÉTABLIE. 


Supposons que le piston de la pompe dont il s’agit s'articule 

Fig. 164. avec une manivelle coudée mise 
en mouvement par la main d’un 
homme (fig. 164). Nommant T, le 
travail utile développé en une mi- 
nute , ce travail aura pour valeur 





+ (4) Ta == NacD (mac). 


T,, étant aussi le travail développé par le moteur pendant cet 
intervalle de temps, le rendement de la pompe sera 


ar. 
z 


Nac D (n-ae) 
(8) a 
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Soient R le rayon de la circonférence que décrit la mainelu 
moteur, et V la vitesse par seconde, w étant la vitesse angulaire 
de rotation, on aura 


V 
Roe =V, d'où v= 


Mais 
e zN . 
aam 
donc on trouve 
a 30 V 
€ N = — = 
(6) ER 


Enfin le débit par minute, et en supposant qu'il n'y ait pas de 
fuites, sera donné par l'équation (2). 
Supposons, par exemple, 


Haz Revo", “c—0" in, s—0",09, SO r. 


Il résulte du tableau de la page 44 qu'un manœuvre agissant 
sur une manivelle avec une vitesse de o™,75 par seconde, fait, 
en une minute, 360 kilogrammètres; on aura donc 


Ta = 360, 
Alors l'équation (5} combinée avec l'équation (6) donne 


u . 

— = 0,709. 

f = 0769 

Mais pour obtenir ce rendement, il faut faire mouvoir la ponpe 
avec un nombre de tours par minute donné par la formule (6), 
de laquelle on tire 


N = 23,87. 

Après cela on trouve, par la formule (2), 
a = 0™1,01, 

d'où 
r=0",0577. 


+ + T p A 
Les valeurs précédentes de T et de r ne doivent ètre regar- 


dées que comme approchées , attendu que l’on a supposé toute 
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absence de fuites. Si l’on mesure directement le rayon r du 
corps de pompe, la différence des deux membres de l’équa- 
tion (2) donnera la quantité d’eau perdue par minute. 


CALCUL D'UNE POMPE A ÉTABLIR. 


Supposons qu'on veuille établir une pompe qui puisse éle- 
ver à la hauteur H, S mètres cubes d'eau par minute. 
Le mécanisme étant celui de l'exemple précédent, l'équa- 
tion (6) fera connaître N ou R , suivant que l’on se donnera R 
E 1 é , 
ou N. Retranchant F du volume engendré par le piston en une 


minute, l'équation (2) deviendra 
(7) À aen = S, 


et celle-ci servira à détérminer a ou c suivant que l’on se 
donnera à volonté c ou a. Enfin le travail utile, en une mi- 
nute, s’obtiendra par la formule (4). En multipliant le ré- 


sultat trouvé par 3? On aura pour le travail moteur une valeur 


qui sera généralement suffisante pour entretenir le mouvement 
régulier de la pompe. 
Supposons, par exemple, 


H=3" 50m; r= ombi ou a= omor 
R—0"2387, amao, V=—0",15. 
On déduit d’abord de la formule (6) 
N = 30. 
L'équation (7) donne ensuite 
c=0",417. 
On tire de l'équation (4) He avec l'équation (7) 
T, = 220*" environ. | 


Enfin si l'on multiplie le nombre ci-dessus par zon aura à 
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peu près Ja quantité de travail moteur qu'il faudra dépenser 
pour entretenir le mouvement de la pompe. On trouve de la 
sorte 


Ta = 3307", 


Si l’on remarque maintenant que le travail développé par 
l'homme sur une manivelle tournant avec une vitesse de 0",75 
tTr1: “ r . b 
par seconde , s'élève à 360 kilomètres en 1 minute, on en.con- 
clura qu’un seul homme pourra manœuvrer la pompe dont les 
éléments viennent d’être calculés. 


POMPE ASPIRANTE. 


93. Proposons-nous de calculer le nombre de coups de 
piston nécessaires pour élever l’eau jusqu'à la naissance du 
corps de pompe. 

Soient a la section intérieure du corps de pompe ( fig. 165), 
a' celle du tuyau d'aspiration , et supposons que l’eau soit déjà 

Fig. 165. à la hauteur Ah’ = z, comptée du niveau 
dans le réservoir. Si nous abaïssons le pis- 
ton jusqu'au bas de sa course, l'air qui est 
au-dessous sera comprimé, En vertu de 
son élasticité, il fermera la soupape S, 
ouvrira la soupape S’, passera au-dessus 
du piston , et de tà dans l'atmosphère. En 
relévant le piston, lair du tuyau d’aspi- 
ration ouvrira la soupape S et se répandra 
dans le corps de pompe pour remplir le 
vide laissé par le piston. En même temps 
l’élasticité de l'air diminuera dans le tuyau 
d'aspiration. Alors la pression de l’atmo- 
sphère dans le réservoir devenant prépon- 
dérante, fera monter la colonne jusqu’à une nouvelle hauteur 
h”, et ainsi de suite, Une fois que l’eau sera parvenue dans le 
‘corps de pompe, le piston jouera dans l’eau, celle-ci ouvrira 
la soupape S’, passera au-dessus du piston, pour s'écouler bien- 
tôt par le tuyau de décharge F’. 
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Reprenons la question que nous avons en vue. 

Le piston ayant été abaissé jusqu’au bas de sa course, puis 
relevé, l'eau s’est élevée de A’ jusqu’à une certaine hauteur k” 
qu'il s’agit de déterminer. Pour cela, posons 


Ch=ì, PF=!, 


et soit H la hauteur de la colonne d'eau capable de faire équi- 
libre à la pression atmosphérique (H = 10™,40). D'abord, 
quand l’eau est en h’, le piston étant abaissé, le poids de la co- 
lonne liquide A'h, plus la pression de l’air situé au-dessus de 
q » P I 
h’, feront équilibre à la pression atmosphérique, et l'on aura, 
[ p P Jue, 
en nommant & cette pression rapportée à l'unité de surface, et 
D le poids de l’eau sous l’unité de volume, 
oa + a' Dz = a HD; 
d’où Pon tire 
(1) o = D(H — 2). 
Posons maintenant 
Ah” = ax. 

Quand le piston sera arrivé en P, la masse d'air située de c en 
h’ occupera un volume égal à 

al + a (i—r). 


Donc si l’on nomme g’ la nouvelle élasticité de l'air, on aura, 
d’après la loi de Mariotte, 


o _  a’(1—:) 
o  al+.a'() — z) 


de là on tire, en ayant égard à l'équation (1), 
y 8 q 


,__ a D(H—2)(à— 3) 
(2) ” ~= d+e (ie) 


Mais quand le piston s'est arrêté en P et l’eau en k”, la sou- 
pape S est retombée par son propre poids; donc l'élasticité 
de l'air compris depuis 4” jusqu’en C fait aussi équilibre à la 
pression atmosphérique à l'aide de la colonne liquide A” h; 
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par conséquent w’ aura aussi pour valeur 
(3) m'—D(H— x). 
Égalant les valeurs (2) et (3) de o’, on a 


a'D(H—z)(1—32) 
a+ a (i—x) ? 


D(H — zx) = 
laquelle, étant développée, devient 
(4) æ— (F+ H+) 2+5 H + (H 4): — ?= 0. 


Résolvant cette équation , on trouve 


z=1(51+a +) 
2 


l a y= a : 
+ (Se + H +3) — —H/+(H+);z— 2 e 
2 a a 


Développant le carré sous le radical, et réduisant, il vient 


z== (51+ H+) 
2 \a 
+- IVER l+ Ha L Hi+2% D—4(H+3)2+ 42 +2H)i 


À joutant etretranchant sous le radical le terme 4 HÀ, on trouve, 
après réductions faites, 


em t(iensi)+i/(n-£ o) + 4 (8 — z) (\— 2) 


Remarquons maintenant que la racine x’ qui répond au signe 
+ est telle, qu'on a 


ifa | l a 
#>i(5i+a+) +i (u 1—5.) 


en prenant + ou — suivant que H > À + = lou H<) + i g 
Si lon prend le signe +, on a 


x! > H; 
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donc la racine x’ doit être rejetée. Si l’on prend le signe —, 


l'inégalité ci-dessus devient 
a 


et à fortiori 

| æ > H. 
Donc on devra, dans tous les cas, prendre pour unique 
racine 


CÉPRETE CES EE VITE EN ENT ETES 


Telle est la formule qu'il s'agissait d'obtenir. 

Eu y faisant z = o, on aura la hauteur à laquelle Feau 
s'élèvera au premier coup de piston (aller el venir); on trou- 
vera ainsi 


© = Z. 
On fera dans (5), z = x,, et l’on aura la nouvelle hauteur 
D == Tis 


à laquelle le deuxième coup de piston fera monter le liquide. 
On continuera ce calcul jusqu’à ce qu'on trouve x > À. On 
connaîtra de la sorte le nombre de doubles courses nécessaires 
pour faire arriver l’eau dans le corps de pompe. 


DE QUELLE QUANTITÉ FAUT-IL FAIRE DESCENDRE LE PISTON POUR 
QU'IL NE SORTE PAS D'AIR DU CORPS DE POMPE? 


La soupape S étant fermée, et l'eau étant à une hauteur 
quelconque dans le tuyau d'aspiration, si l’on fait descendre 
le piston P, il comprimera l'air situé au-dessous de lui, et ce 
ne sera que lorsque cet air aura acquis une élasticité égale à 
celle de l'air extérieur que la soupape S’ sera sur le point de 
s'ouvrir. Pour trouver cette limite aĝ, posons toujours 
hh’ == z, et remarquons que l’élasticité de l'air répandu dans 
le corps de pompe et le tuyau d'aspiration avant l’abaissement 
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du piston , avait pour élasticité 
o = D(H — z). 
Mais l'air qui occupe l'espace EP, ct dont l'élasticité a la va- 
leur ci-dessus, a un volume égal à al après l’abaissement du 


piston, cette même masse d’air prend un volume égal à a.E g; 
par suite son élasticité w’ sera donnée par l'équation 


d'où l'on tire 


Or la pression atmosphérique, à laquelle w’ doit ètre égale , a 
aussi pour valeur 


o = HD; 
par conséquent 
g | L(H — 2) 
(6) H =g’ 
d'où 
[(H— z) 
E al 


On voit que la valeur de Ex sera d'autant plus petite, que la 
hauteur z du liquide dans le tuyau d'aspiration sera elle- 
mème plus grande. 

Il résulte de là que pour assurer la prompte arrivée de 
l’eau dans le corps de pompe, il faut, dans es premiers 
instants de la manœuvre, faire descendre le piston jusqu'au 
bas de sa course. 


LA 


RÉSISTANCE QU'IL FAUT VAINCRE POUR FAIRE MONTER LE PISTON. 


Supposons l’eau en L', et le piston en P dans sa course mon- 
tante, 
Le dessus du piston supporte la pression atmosphérique, ou 


DaH. 
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Le dessous du piston reçoit aussi, de bas en haut, la pression 
atmosphérique, diminuée de la pression due à la colonne d’eau 
h'h. Cette pression a donc pour valeur 


DaH — Daz = Da (H — z); 


retranchant cette pression de la précédente, il reste pour la 
pression à vaincre afin de soulever le piston 


Daz. 


Donc la résistance à vaincre est égale au poids d’une colonne 
d'eau qui aurait pour base la téte du piston, et pour hauteur, 
la hauteur de l'eau au-dessus du niveau dans le réservoir. 


Supposons maintenant que l’eau soit arrivée au-dessus du 
_ piston. jusqu’à la hauteur PO’ = y. La pression supportée par 
le dessus du piston sera, en nommant £ son épaisseur, 


AD (H +y — e). 


Mais la pression qui s'exerce en sens contraire, et au même 
niveau , a pour valeur 


aD(H—/—à—:); 
donc on a pour la pression à vaincre 
aD(H+y—:)=aD(r+1+)à): 


ce qui montre que dans tous les cas, la résistance qu'on doit 
soulever a pour mesure le poids d'une colonne de liquide qui 
aurait pour base la téte du piston , et pour hauteur, la hau- 
teur de leau au-dessus du niveau dans le réservoir. 


TRAVAIL UTILE. 


Supposons le régime de la pompe établi, et proposons-nous 
d'obtenir le travail utile ; À étant la hauteur verticale du point 
E au-dessus du niveau dans le réservoir, la résistance utile a 
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pour valeur 
(7) Q = ahD. 
Donc le travail utile pour une double course du piston sera 


(8) T, = ach D. 


DÉBIT THÉORIQUE. 


N étant le nombre de coups de piston ou de doubles courses 
. LA "y . ` . 
par minute , le débit en mètres cubes et relatif à cet intervalle 
de temps aura pour valeur, s'il n’y a pas de fuites, 


(9) S = acN. 


Pour une pompe établie, on pourra mesurer S, a,c; alors la 
quantité d'eau perdue par minute sera 


(10) A= acN — S. 
La pompe aspirante donne lieu aux mêmes problèmes que la 


pompe foulante. 


POMPE ASPIRANTE ET FOULANTE. 


94. La pompe aspirante et foulante (fig. 166) ne diffère 
Fig. 166. 


de la pompe simplement foulante que 
parce qu’elle est munie d’un tuyau d’as- 
piration. Une fois l’eau arrivée dans le 
corps de pompe, chaque course descen- 
dante du piston foule l’eau dans le tuyau 
d’ascension, tandis que chaque course as- 
cendante la fait affluer dans le corps de 





pompe. 


TRAVAIL UTILE. 


Nommons À la hauteur verticale du tuyau d'aspiration, H la 
hauteur verticale du tuyau d’ascension comptée du centre de 
l'ouverture latérale, c la course du piston, et Z, Zo, les mêmes 
quantités que dans la pompe foulante. Enfin désignons par z‘, 
la distance verticale du centre de l'ouverture du tuyau d’as- 
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cension au bas du corps de pompe. La résistance à vaincre 
pour soulever le piston aura pour valeur (voir page 398) 


(1) Q—aD(i+z, +2). 


On trouve ensuite, pour le travail utile, en procédant comme 


à la page 387, 
(2) Tu= acD (+ Ee + z +2) 


-» 
Mais le travail utile relatif à une course descendante du piston 


est exprimé par la formule (3) de la page 388, savoir : 


5 É 
(3) e,—=aDe(H—z—-c); 


donc, pour une double course , le travail utile sera 


Ca + & = F, 


ou 
(4) | Tu= acD(i+H +72). 


Nommons H’ la distance verticale qui sépare le niveau de l’eau 

dans le réservoir, de l'ouverture supérieure du tuyau d’ascen- 

sion; On aura | | 
H =+ H +z, 


et par suite 
(5) | Ta = ac DH’: 


ce qui fait voir que malgré la résistance variable qui s'exerce 
dans le corps de pompe, soit qu’on élève le piston , soit qu'on 
l'abaisse „le travail utile est égal au travail nécessaire pour 
élever à la hauteur H', un volume d’eau égal à celui du 
corps de pompe. 

Quant au débit, il s’obtiendra comme précédemment. 


. POMPE A INCENDIE. 


La pompe à incendie (fig. 167 ) se compose de deux pompes 
foulantes disposées dans une caisse qui sert de réservoir; cette 
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caisse est portative, ou montée sur des roues. Ori entretient 


Fig. 167. 








l’eau dans la caisse en l’apportant à bras d'hommes dans des 
seaux. Les deux pistons sont mis en mouvement par un levier 
monté sur une espèce de dôme qui forme à l’intérieur un réser- 
voir d’air. Le jeu de la pompe refoule l’eau dans ce réservoir ; 
de là elle s'échappe par un tuyau de cuir vissé sur louver- 
ture À. L'air du réservoir étant comprimé par l’eau que re- 
foulent les pistons, entretient la continuité du jet, en faisant 
effort pour se détendre. 


| 26 
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VINGT-CINQUIÈME LEÇON. 
DES POMPES (SUITE). 


POMPE DE DELAHIRE. 


95. La pompe de Delahire (fig. 168) est une pompe aspi- 
rante et foulante à double effet; la figure ci-contre en repré- 
sente les parties essentielles. Considérons le piston dans sa 
course descendante ; l’eau foulée par le 
piston ouvre la soupape a et ferme les sou- 
papes b, b’ placées aux extrémités de la 
mème diagonale ; en même temps il se fait 









‘ytti} 


un vide au-dessus du piston, lequel est im- 
médiatement rempli par le liquide affluan 

du réservoir. Quand le piston remonte, 
les soupapes b et b’ s'ouvrent, tandis que 
les soupapes a, a’ se ferment; le piston, 
dans sa course ascendante , refoule donc une nouvelle quantité 


Eten blati 


d'eau dans le tuyau d'ascension; pendant ce temps, l’eau du 
réservoir arrive dans le bas du corps de pompe, et ainsi de 


suite. 
EFFORT TRANSMIS AU PISTON. 


Soient H la hauteur verticale du tuyau d’ascension comptée 
du centre de l'ouverture inférieure a, et À la hauteur analogue 
du tuyau d'aspiration relative à la même origine. Nommons 
aussi z la distance verticale comprise entre le point a et la 
face inférieure du piston considéré dans une position quel- 
conque; enfin désignons aussi par w la pression de l'atmosphère 
rapportée à l'unité de surface. D étant toujours le poids de l’eau 
sous l'unité de volume, et Q l’eflort transmis au piston par le 


moteur, la force totale qui le sollicite à descendre sera, en nom- 
+ 
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mant € son épaisseur, 
Q+am—-aD(1+z+e). 


D'un autre côté, la force qui s'oppose au mouvement a pour 


valeur 
am +aD(H— 2); 


donc 
Q+am—aD(i+z+e) = as + aD(H—2); 


d'où l'on tire 
(1) Q=4aD(H+à+ 0). 
Si l’on considère le piston dans sa course ascendante, la force 
qui le sollicite sera 
Q+am—aDii+z). 
Mais l'effort contraire est égal à 
aw +aD(H—z—e); 
donc Q se déterminera par l'équation 
Q+am—-aD({i+3)—ac+aD(H—z—6), 
de laquelle on tire 
(2) Q=u D(H +—e). 


Ainsi, dans chaque cas, l'effort transmis au piston est une 


quantité constante. 
TRAVAIL UTILE. 


En vertu de l'équation (1), le travail utile effectué pendant 
une course descendante a pour valeur, en nommant toujours 
c la course du piston, 

(3) G—=aDC(H+\+ 6). 
‘équation (2) donne également pour le travail utile relatif à 


une course ascendante, 


(4) & —aDC(H+)1—6) 


Ajoutant les équations (3) et (4), on trouve pour le travail 
26. 
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utile relauf.à une double course, 


(5) Tu= 2aDC(H+)). 


' POMPE DE BRAMAH. 


96. La pompe dont les parties essentielles sont représen- 
tées dans la fig. 169 est due à Bramah, mécanicien anglais, 
Fig. 169. qui vivait au commencement de ce siècle. 
Elle se distingue de la pompe de Dela- 
hire, surtout par le piston qui est ici rem- 
placé par une lame rectangulaire, laquelle 
se meut dans un corps de pompe hori- 
zontal consistant en un demi- cylindre. 
La lame OA reçoit du moteur un mouve- 
ment circulaire alternatif qu’elle accom- 
plit en frottant à la fois contre les deux 
bases, et la surface cylindrique du corps 
de pompe. Quand le piston OA se meut 
vers OC, il refoule l’eau dans le tuyau 
d'ascension en faisant ouvrir la soupape b, 





et fermer celle du conduit c; pendant ce 
temps, l’eau arrive dans le corps de pompe par le tuyau de 
gauche. Lorsque le piston retourne vers OB, les mêmes choses 
se passent, mais en sens inverse; et ainsi de suite. 


EFFORT TRANSMIS AU PISTON. 


Soient Q cet effort, a l'aire de la face du piston qui foule l’eau, 
et & la pression atmosphérique rapportée à l’unité de surface; 
m etn étant les centres de gravité des deux faces de OA, la pres- 
sion que le liquide exerce sur la face gauche sera (voir page 70) 
aDz, en désignant par z l’abaissement du point m au-dessous 
de BC. 

Maintenant, si l’on nomme À la hauteur de BC au-dessus du 
niveau de l’eau dans le réservoir, la pression due à l’atmo- 
sphère aura pour valeur 


ag — aD); 
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par conséquent la pression totale qui agit sur la face gauche 
du piston sera équivalente à i 


Q+ ao +aDz— aD). 


Soit aussi H la hauteur verticale du tuyau d’ascension au-dessus 
de BC; la pression exercée sur la face droite du piston sera 


as + aD(H + ), 


+ CE + -~ 
- 2" étant l'abaissement du point z au-dessous de BC. Donc pen- 


- 


dant l'écoulement régulier du liquide, on aura 
Q+ac+aDz— aDi = ax +aD(H +2), 


de laquelle on tire 
Q=aD(H+i+z —:). 


En négligeant la très-petite différence z'— z, il vient simple- 
ment 


(1) | Q=aD(H+ à). 


Ce qui fait voir que l'effort Q est constant, comme dans la 
pompe de Delahire. 


TRAVAIL UTILE. 


Le piston n'étant soumis qu’à des pressions élémentaires 
constantes, à cause que les pressions dues à la pesanteur du li- 
quide renfermé dans le corps de pompe se détruisent , du moins 
à très-peu près, il en résulte que la force Q est appliquée au 
centre de a. Donc si l’on nomme R le rayon du corps de 
pompe, et si l’on suppose que le piston puisse décrire toute la 
demi-circonférence, le travail utile relatif à une course du pis- 
ton sera 


(2) Tu=- za DR (H +). 


On peut remarquer que le coefficient de H + À est égal au 
poids de l’eau que chaque coup de piston foule dans le tuyau 
d'ascension. Quant au travail moteur T„, il se détermine, 
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dans chaque cas, d’après la nature et le mode d’action de la 


. . æ Te 0 
force motrice, En divisant y” °n aura ensuite le rendement. 
m 


PRESSE HYDRAULIQUE. 


97. La presse hydraulique (fig. 170) consiste en une pompe 
aspirante et foulante dont le cylindre A est très-étroit. Ce cy- 
Fig. 170. lindre communique avec 

un deuxième corps de 

pompe B appelé caisse, 


et dun grand diamètre 





relativement au premier. 
Les conduits étant sup- 
posés pleins d’eau, on 
exerce une pression dans 
le petit corps de pompe 
à l’aide d’un piston mů 
par un levier L; la pres- 
sion produite se transmet, par l'intermédiaire du liquide, jus- 
que dans la caisse, et, par suite, sur un piston plein qui vient 
butter contre un obstacle fixe. Sur le conduit qui joint les 
deux corps de pompes, on dispose une soupape conique a dite 
de sûreté, et qu'un levier L’, chargé d’un poids Q, tient fer- 
mée, tant que la pression intérieure ne dépasse pas une cer- 
taine limite. Du moment où la limite de pression est atteinte, 
la soupape a s'ouvre, et laisse échapper le liquide. La figure 
ci-après représente le piston dans sa course descendante, Quant 
au jeu des soupapes, il est le même que dans les autres pompes, 


PRESSION TRANSMISE AU PISTON DE LA CAISSE, 


Soient a l'aire du petit piston, a’ l'aire du grand, w la pres- 
sion exercée dans le petit corps de pompe, w’ celle que reçoit 
le piston de la caisse. La pression rapportée à l'unité de sur- 
face sera, dans les deux corps de pompe, 


o La] 


a a 
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Mais, en vertu du principe d'égalité de pression, ces deux pres- 
sions sont égales ; donc 


u ! 


TOT où v=” 
(1) TES) d'où s =7 5 


Soit aussi a l'aire de la soupape de sûreté qui plonge dans le 
conduit; la pression p qu'elle reçoit de bas en haut aura pour 
valeur 
(2) p= a 
a 

Soit E la limite de l'effort qu'on veut exercer sur le piston 
de la caisse, &, et p, étant les pressions correspondantes dans 
le petit corps de pompe, et sur la soupape de sûreté, on aura 


de là on tire 


(3) P= E. 


Mais à ce moment la soupape de sûreté doit être sur le point 
de s'ouvrir; donc on aura, en désignant par q et s les bras de 
levier des forces Q et p;, 


Qg=pis; > / 


de là on tire, en remplaçant p, par sa valeur (3), 


(4) o= ZE. 


SE 


. $ . 
Ayant choisi le rapport — des deux bras de levier, cette for- 
q 


mule fera connaitre ensuite la charge Q qui laissera ouvrir la 
sowpape de sûreté, lorsque la limite de pression sera atteinte. 
Supposons , par exemple, 


5 = 100", az=0o™,or, a'= 0™1,8; 
on trouve, par la formule (1), 


D’ — 8o000*. 
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Supposons-que les tuyaux-sorent tels ;-qu'onr-ne puisse “sans. 
craindre une rupture, transmettre au -piston de la caisse une 
pression supérieure à 10000 kilogrammes. On aura, dans ce 
cas, | 

E = 10000¥. 


Alors, si l’on prend . 


S 2 
a = 0™1,0005, ——-—; 
: q 5 


la formule (4) donnera 
Q = 2k,5 


pour la charge du levier de la soupape de sûreté. 


BÉLIER HYDRAULIQUE. 


98. Le bélier hydraulique a été imaginé en 1796 par Mont- 
golfier, l'inventeur des aérostats. Il consiste essentiellement en 
un tuyau TT” (fig. 171) légèrement incliné dans le sens du 
mouvement de l’eau. Ce 


Fig. iyi. 


tuyau reçoit, par son ori- 
fice A, l’eau d'une chute; 
à l’extrémité T’ est une 
soupape a qui s'ouvre du 
dehors au dedans ; enfin 
du tuyau ‘FT se détache 
un conduit bt fermé à sa 





parte inférieure par une 
soupape s’ouvrant de bas en haut. Le cylindre TT’ se nomme 
corps du bélier; on nomme téte du bélier la partie de ce cy- 
lindre où sont les deux soupapes a, b. 


JEU DU BÉLIER. $ 


L'eau s'introduit dans le cylindre TT” avec une vitesse plus 
ou moins grande suivant la hauteur de la chute; au moment 
où elle atteint la soupape a, celle-ci se ferme. Mais aussitôt 
les parois du bélier réagissent sur le liquide qui est repoussé 
vers sa source ; alors la soupape b s'ouvre brusquement, et l'eau 
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s’'introduit dans le tuyau d’ascénsion. En même temps il se fait 
un vide au point a qui permet à la soupape de s'ouvrir; alors 
une certaine quantité de liquide sort du tuyau. Bientôt après 
l'eau reprend son mouvement, et les mèmes phénomènes sé 
reproduisent. On dit qu'il y a coup de bélier chaque fois que la 
soupape du tuyau d’ascension s'ouvre brusquement. 


DÉTAILS DE CONSTRUCTION ADOPTÉS PAR MONTGOLFIER. 


La tête du bélier (fig. 1792) a un diamètre plus grand que 
celui du corps. Les soupapes sont des boules sphériques en 
| Fig. 172. fonte ou en fer creux, qui s'ap- 

| puient sur les deux orifices a et b, 





lesquels sont garnis de cuir afin 
d'amortir les chocs. Ces boules sont 
relenues dans des muselières qui les 
empêchent de trop s'éloigner. L'o- 
rifice a n’est pas placé à l'extrémité 
T’ du cylindre TT’, mais un peu 
au-dessus. L’orifice b communique 
avec une cloche pleine d'air par un ajutage dans lequel se meut 
la boule servant de soupape; quant au tuyau d’ascension, il 
s'ouvre dans le réservoir d'air. Lorsque par le jeu du bélier 
l'eau s’introduit brusquement dans le réservoir A, Pair s'y 
trouve comprimé; cet air, en faisant effort pour se détendre, 
entretient la continuité du jet pendant que la soupape b se 
trouve fermée. Au-dessous de la cloche, il y a dans le bélier 
même en & et f une petite couche d'air qu’on appelle matelas 
d'air, et qui facilite le jeu de la machine. Mais comme l’eau en 
sortant du réservoir À emporte à chaque fois une certaine 
quantité de l'air qui s'y trouve, on renouvelle celui-ci'à l'aide 
d'un tube b'c muni d'une soupape qui s'ouvre du dehors en de- 
dans. Après chaque coup de bélier, la soupape b retombe sur 
l'ouverture du conduit, et il se produit une réaction qui fait 
retourner l’eau vers sa source; alors il se fait un vide mo- 
mentané vers la tête du bélier, qui provoque l'entrée d’une 
certaine quantité d'air extérieur, Cet air est ensuite entrainé 


410 VINGT-CINQUIÈME LEÇON. 
dans le réservoir A par l'eau qu'emmène le coup de bélier 
suivant. | 
La soupape a s'appelle soupape d'écoulement ; la soupape b, 
soupape d’arrét. 
BÉLIER DE SENLIS, 


Les résultats suivants, relatifs au bélier de Senlis, ont été 
obtenus par l'expérience : 


La longueur du bélier... ....,.. — 8". 

Le diamètre,...,.,.,.,,,...,. —=0",203. 
La hauteur de chute ........... = 0",979. 
Le débit de la source par minute. . = 1987. 
L'eau est élevée à. ...........,, = 4,55. 
Le débit du bélier par minute..... = 269/it. 


Nommant comme toujours T, le travail utile, T, le travail 
moteur, on aura, par minute, 


Ta = 269 X 4, 55 = 1224", 
Tn = 1987 X 0,979 = 1945km, 


et pour le rendement 


T, _ 1224 __ 63 


— = = environ. 
Ta 1945 100 


D'autres béliers, construits avec d’autres dimensions, et fonc- 
tionnant sous d’autres chutes, ont donné, à très-peu près, le 

Li 
mème rendement, 


MACHINES A COLONNE D'EAU. 


99. On nomme machines à colonne d'eau, celles dans les- 
quelles un piston est mis en mouvement par un courant d’eau 
qui descend d’une assez grande hauteur. 

Soit A (fig. 173) un corps de pompe dans lequel se meutun 
piston P, et supposons ce corps de pompe À mis en communi- 
cation avec un réservoir supérieur R par un conduit UV; 
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soient aussi U etS deux robinets placés à l'entrée et à la sortie 

Fig. 173. du corps de pompe. Si Ton 
ouvre le robinet Ų, et qu'on 
ferme le robinet S, l’eau de 
la source entrera ‘dans le 
corps de pompe et poussera 
le piston de bas en haut. 
Quand celui-ci sera arrivé 
au point le plus haut de sa 
course, on fermera le robi- 
net U, et l’on ouvrira le ro- 





binet S; alors l’eau sortira 
du corps de pompe, et le piston descendra par son propre 
poids augmenté de celui du tirant T. Le piston étant arrivé 
au point le plus bas de sa course, on fermera de nouveau le 
robinet S, on ouvrira le robinet U, et le piston exécutera une 
nouvelle course ascendante, et ainsi de suite. Ce mouvement 
de va-et-vient est ensuite utilisé, soit pour faire mouvoir une 
pompe, soit pour faire tourner une manivelle. Tel est le prin- 
cipe des machines à colonne d’eau. 

La machine qui précède est à simple erlet; les machines de 
ce genre à double effet sont moins usitées. On a reconnu que 
Jes tiges ou tirants des pistons résistent plus longtemps, quand 
ils ne servent, comme dans la machine à simple effet, qu'à 
exercer une traction au lieu d’une pression qui est ici très- 
faible. Mais l'avantage le plus caractéristique résulte de ce que 
le cylindre, étant ouvert à sa partie snpérieure, peut se nettoyer 
et se réparer facilement. 

Les machines à colonne d’eau ont reçu des applications im- 
portantes. En 1808, M. de Reichenbach, célèbre ingénieur 
bavarois, établit une machine de ce genre destinée à élever les 
eaux salées de Reichenhall à une hauteur de 1035 mètres, dans 
un développement de tuyaux de 109 kilomètres (27 lieues), 
traversant un terrain montucux très-accidenté. 

La première machine de ce genre qui ait été établie en 
France est due à M. Juncker, ingénieur des mines; elle a été 
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„construite pour l'épuisement des eaux de la mine d'Huelgoat 
(Finistère). Nous en donnons ci-après une description som- 
maire... ‘.. 


DESCRIPTION SOMMAIRE DE LA MACHINE D'HUELGOAT. 


} 
. La machine à colonne d'eau d'Huelgoat se compose (fig. r74): 
1°. D'un:corps de pompe AA’ dans lequel se meut le piston 


PRIRENT n 





moteur P. Celui-ci porte une tige ou tirant TP, laquelle fait 
mouvoir le piston d’une pompe foulante de bas en haut. 
2°. D'un deuxième corps de pompe HF d’un diamètre plus 
petit, La partie supérieure CF du cylindre est d’un diamètre 
un peu plus grand que celui de la partie inférieure BH. Dans 
ce corps de pompe se meuvent deux pistons p, pı, reliés entre 
eux par une tige pp; de longueur invariable; le piston supé- 
rieur p, s'appelle piston d'aide ou piston auxiliaire ; le 
deuxième, piston régulateur. Le cylindre EF communique avec 
À À’ par un conduit AB et avec la source par un tuyau DE. 
3°. Enfin, à côté de ce dernier corps de pompe s’en trouve 
un troisième d'un plus petit diamètre, et communiquant avec 
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HF par deux conduits ou, xq, venant s'ouvrir, l'un au-des- 
sous du cylindre p;, lequel ne peut jamais descendre plus bas 
que l'ouverture o, l’autre au-dessus du mème piston, lequel 
ne peut jamais dépasser l'ouverture x; le tuyau ou porte un ro- 
binet placé à son extrémité supérieure; un robinet z est placé 
à la partie inférieure du cylindre uvrs. Enfin deux pistons d’un 
égal diamètre et reliés par une tige de longueur invariable se 
meuvent dans le petit corps de pompe. Dans leur mouvement 
alternatif, ces deux pistons passent successivement au-dessus 
et au-dessous des ouvertures u et q. Le tirant ag est mů par 
un balancier à contre-poids, tournant autour du point O. Ce 
tirant est porté par une verge be avec laquelle il s'articule; 
celle-ci s'articule à son tour avec le balancier et avec un rayon 
O’c mobile autour d’un point fixe O’. On sait que dans ce cas 
chaque point de la ligne be décrit à très-peu près une ligne 


droite (voir page 378). 


JEU DE LA MACHINE. 


Les pistons étant dans la position que leur assigne la figure, 
l'eau de la source arrive par le canal EDC, s'introduit sous le 
piston P et le soulève. Les pistons p, p, ayant®les surfaces iné- 
gales, reçoivent des pressions inégales de la part du liquide et 
sont soulevés. 

Dans sa course ascendante, le piston p, entraîne l'eau qui 
est au-dessus de lui, et celle-ci se rend, par le conduit æq, au- 
dessous du piston inférieur dans le petit corps de pompe sv; 
de là elle s'écoule au dehors. On remarque aussi que, pendant 
le mouvement ascendant des pistons, une certaine quantité 
d’eau qu’on règle à volonté à l’aide du robinet u, se rend par 
le canal ou entre les deux pistons du petit corps de pompe. 
Mais, lorsque dans sa course ascendante le piston p a com- 
mencé de dépasser le bord inférieur B du conduit BA, l’eau du 
corps de pompe AA’ trouvant une issue, s'écoule au dehors par 
le canal HK ; alors le piston P, sollicité par son propre poids, 
auquel s'ajoute celui du tirant T, descend et fait prendre aux 
pistons du petit corps de pompe les deux positions pointillées 
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marquées sur la figure. À čet instant, l’eau qui est entre les 
deux pistons s’introduit au-dessus du piston p',, et le sollicite à 
descendre. Les deux pistons reprennent bientôt leurs positions 
primitives p, pı, et les mêmes mouvements recommencent. 

Pour arrêter la machine, il suffit évidemment de fermer les 
deux robinets u,z, ou seulement l’un d'eux. 


RENDEMENT. 


Dans la machine d'Huelgoat, la hauteur de chute est de 
6o", et le débit de 120™° par minute. La mine qu'il fant épui- 
ser est à 230" au-dessous du sol; la quantité d’eau qui s’y 
infiltre, et qu'il faut élever, est de 1°°,992 par minute; la 
course du piston de la pompe foulante est de 2" ,15. Calculant 
successivement le travail moteur et le travail utile, on trouve 


Tn — 60000 X 208 = r2000n0k", 


Te == 19702 X 230 => 4121007, 


Par conséquent le rendement de la machine d'Huelgoat a pour 
valeur 
T; 412160 


e — = = z= 0,34). 
Ta 1200000 j 


CALCUL DE L'INTERVALLE QUI DOIT SÉPARER LES PISTONS DU PETIT CORPS 
DE POMPE. 

Supposons connue l'aire a de l'un p des deux pistons du 
cylindre HF, ainsi que l'intervalle Zqui les sépare; donnons- 
nous aussi la section æ du petit corps de pompe, et propo- 
sons-nous de calculer l’aire a’ du piston p;, ainsi que la 
distance qui doit séparer le piston q du piston g' pour que la 
machine puisse fonctionner. 

Soient z la hauteur verticale du piston p, considéré dans une 
position quelconque, et H celle du réservoir qui alimente la 
machine , comptées de la limite inférieure de la course du 
piston p,. Nommons w le poids.du système des deux pistons, 
y la hauteur de l'eau au-dessus de p,, D le poids du liquide 
sous l’unité de volume; la pression de bas en haut due à la 
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hauteur de la colonne motrice aura pour valeur 
a’ HD aama a! Dz. 


Mais la force contraire qui tend à faire descendre le système 
des deux pistons se compose : 

Du poids 5; | 

Du poids a’ Dy de l’eau qui est au-dessus du piston p; ; 

De la pression a D (H + Z — z) qui s'exerce sur le piston p ; 
donc la force qui tend à faire monter les deux pistons p et p, 
a pour valeur, en nommant c leur course, et observant que 
TY+z=C, 


(1) F = (a — a) HD — o — a De— aD (1—23). 


Soient À l'intervalle des deux pistons g, g', et u la distance ver- 
ticale du niveau de l’eau dans le petit cylindre , au-dessus de 
lorifice x, pendant que se fait l'écoulement au-dessus du 
piston p’, ; la force motrice qui produit le mouvement descen- 
dant aura évidemment pour valeur 
F' = (a' — a) HD — 5 — a De — aD(1—z)— a D(y + u). 
Mais | 
afi—u)=ay, d'où u —)—T 7; | 
& 
donc 
! 
(2) F'=(a—4)HD—5—a De—aD(i—z)—a Dia Dy (= ): 
2 œ 
Choisissons maintenant a’ de telle sorte qu’on ait 
(a — a) HD — o — a Dc — a DI =0, 
d’où l’on tire 
H + 7 Co] 
f am a | 
(3) FH—c"D{H—c) 


alors les deux valeurs de F et de F’ deviennent respectivement 


(4) F = a Dz, 


(5) F'= aDz+a'Dy (Z) -anx | 


x 
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Pour que la machine puisse fonctionner, il faut que l'on ait 


constamment 

Fo, F'<o. 
La première de ces deux conditions est toujours remplie, 
Pour rendre la force F’ constamment négative, il suffira évi- 
demment de poser 


a! 


aDe+aDe(T — ) caD, ` 
a 
ce qui donne 


f 


(6) ND Se + ce. 
Telle est la limite inférieure de 2. 
Si l’on pose, par exemple, 
a=0",01, a=0%,008, H=10", c=0",30, 
1=0",30, = 10"!!, 


la formule (3) donne 
i a' == 0™1 0116. 


On trouvé ensuite par la formule (6) 


i = > 0,994. 


VINGT-SIX. LEÇON. — MACHINES À ÉLEYER L EAU, ETC, 419 





VINGT-SIXIÈME LEÇON. 


MACHINES QUI SERVENT A ÉLEVER L'EAU A DE PETITES 
HAUTEURS. 


VIS D'ARCHIMÈDE. 


100. Concevons un cylindre droit sur lequel on aurait tracé 
des hélices. Si l’on enroule sur ce cylindre et le long de chaque 
hélice un petit cylindre creux, on aura la vis d Archimède., 
Supposons d’abord le cylindre horizontal, puis par l’ouver- 
ture À d’un canal introduisons un petit corps pesant, comme 


Fig. 175. 






Ne TP i D F 
un grain de plomb ; ce grain de plomb descendra le long du 
tube et viendra s'arrêter au point le plus bas de la spire, où il 
restera en équilibre, si la vis est en repos. Mais si l’on fait 
tourner la machine, chaque point de l’hélice tel que m vien- 
dra, par effet de la rotation, se placer en un certain point 
p, et dès lors per pesant quittera le point B pour gagner 
le point le plus bas p de la spire; bientôt après ce sera un nou- 
veau point z de l’hélice qui viendra sur l'horizontale BF, et 





ainsi de suite; enfin, après autant de rotations qu'il y a de 
spires, le grain de plomb sortira en F. On peut remarquer que 
le mobile, en se transportant de B en F, reste constamment 
sur l'horizontale BF supposée fixe dans le plan horizontal 
tangent, au cylindre. Donc le mouvement circulaire continu de 
la vis d’ Archimède se transforme en un mouvement rectiligne 
continu. Si le cylindre plongeait en partie dans l’eau par son 
extrémité À, la rotation de la vis amènerait l’eau au point F. 


27 
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mier puisqu'il se projette sur, larc aOa' b”. Donc cet air se 
dilatera , son élasticité deviendra moindre que celle de l'air 
extérieur, et alors une portion de l'arc bydrophore supérieur 
tombera dans la spire inférieure, afin de rétablir l'équilibre 
de pression ; il y aura ainsi perte de travail utile. Pour éviter 
cet inconvénient , on perce le canal de petites ouvertures capil- 
laires, qui suffisent pour maintenir la communication avec 
l'air extérieur, tout en ne laissant pas sortir le liquide. 

Nous venons de décrire la vis telle qu’elle était employée 
par les anciens, On remplace aujourd'hui le canal par une ou 
plusieurs cloisons (fig. 177), disposées dans un cylindre 

Fig. 177. creux, à noyau, et qui 
sont engendrées par le 
mouvement d'une droite 
qui s'appuyant à la fois 
sur l'axe du cylindre et 
sur une hélice tracée sur 





sa surface, reste con- 
stamment parallèle au 
plan de la base. Ces surfaces hélicoïdales sont de même espèce 
que celles de la vis à filets carrés. On se fera une idée exacte 
de la vis d'Archimède, en imaginant une vis à filets carrés 
recouverte d’une feuille de papier. Ici la colonne liquide éle- 
vée par la machine est formée d’une infinité de filets hydro- 
phores, qui diminuent de longueur à mesure qu'on s'approche 
du noyau intérieur; ces ares hydrophores finissent même par 
devenir nuls, de sorte qu’à partir d'une certaine limite, l'air 
circule librement dans toute l'étendue des conduits. 

Pour diminuer le poids de Ja machine, on rend fixes le 
cylindre extérieur, et le noyau intérieur; il n’y a de mobile 
que la surface hélicoïdale qui tourne en affleurant les deux 
cylindres entre lesquels elle est logée. 


VIS HOLLANDAISE. 


Les Hollandais, qui font un grand usage de la vis d’Archi- 
mède, suppriment le cylindre extérieur; ils renferment Ja ma- 
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chine dans une espèce de coursier dans lequel elle tourne avec 
une grande vitesse; ils emploient le vent comme moteur. 
THÉORIE MATHÉMATIQUE DE LA VIS D'ARCHIMÈDE. 


101. Proposons-nous d’abord de mener à l’hélice une tan- 
gente horizontale (fig. 178). Pour cela, d'un point S:pris sur 


Fig. 178. 





laxe du cylindre, j'imagine des parallèles aux tangentes de la 
courbe ; ces tangentes étant également inclinées sur l’axe, for- 
meront un cône droit SAB. Cela posé, si par le point S je 
mène un plan horizontal SD, ce plan coupera le cône suivant 
deux génératrices horizontales, et ces génératrices seront pa- 
rallèles aux tangentes demandées. Remarquons maintenant 
que les pieds des génératrices dont il s'agit se projettent verti= 
calement au point D, et horizontalement en d,d’; ces lignes 
auront donc pour projections (Od, SD) et (Od', SD). Par 
conséquent, les tangentes br, b'r', parallèles respectivement 
aux rayons Od, Od’ seront les projections demandées, Main- 
tenant si je ramène les points b, b’, sur la projection verticale 
de l'hélice, enf,f£"...,etf,,{f..., j'aurai les divers points 
de contact des tangentes horizontales. On voit que Ze problème 
proposé sera possible toutes les fois que le plan horizontal 


- 
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SD coupera AB, c’est-à-dire lorsque la vis -fera avec thori- 
zon un angle moindre que celui que les tangentes à l'hélice 
Jont avec les génératrices du cylindre. Il résulte de là que la 
vis d Archimède pourra fonctionner pour toutes les inclinai- 
sons satisfaisant à la condition précédente. 

Soit À le pas de l'hélice directrice; si pour un cylindre 
quelconque de même axe que celui de la vis on pose, pour 





abréger, 
ASP =g, DSP—:i, AP =r, 
on aura 
(1) | d a 
d’où 


h i 
r= — tang g. 
An 5 £ 


Mais les ares hydrophores deviendront nuls si g = i, donc le 
rayon du cylindre jouissant de cette propriété aura pour 
valeur 
(2) Fir kal tang i. 

; 2r 
Pour que la vis puisse fonctionner sans perte de travail utile, 
il faudra par conséquent lui donner un noyau dont le rayon 
soit moindre que la valeur ci-dessus. 

Posons , pour abréger , 


arc ab = rọ, arc aa'e = Mi; 
d'abord les triangles rectangles ASP, DSP donnent 
r= SP.tangg, DP = SP.tangi, 


d’où 


tang ? 
DP ou Og=7r——: 
tang g 


Mais on tire du triangle O dq, 


Og= r cos (90° — y) = rsin»; 
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par conséquent 


A 7A lang à 
(3) sing = TrA 


Remarquons maintenant que l'on a 


arc ba'e 
E: = —————— ; 
tang g 


remplaçant arc ba'e par sa valeur 


arc ba'e = r (g, — ọ), 


il vient 
Es Za), 
tang g 


Le triangle rectangle E:ĝß donne à son tour 
. a 
Be = Ee. tang i; 


donc aussi 


S D tang i 
prie aus 


Enfin 
Be = as = Oa + Os = r (cos p — cos qi); 


comparant les deux valeurs de ĝe, on obtient 


tang g 


(4) gı — p = (cos ẹ —'COS qi) tang à 


tan ag . 
Remplacant 68 par sa valeur tirée de (3), on trouve sim- 
tang z 


plement 


COS ọ — COS Q, 
5 i En -— m_p . 
(5) MEOT sin ọ 


Maintenant soient # un élément infiniment petit de l'arc hy- 
drophore, et v’ sa projection sur la cercle de base, on aura 
évidemment i 

” =v sing; 
pour l'élément suivant, on aura de même 

 =v sing, 


et ainsi de suite. 
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Ajoutant toutes ces égalités membre à membre, et nommant S 
la longueür totale de l'arc hydrophore, il vient 


on r(p —+) = Ssin g, 
d'où 
ríg — 
(6) S= e=. 
| £ 
La distance verticale, mn = À, de deux tangentes horizon- 
tales se calcule aussi sans difficulté. On a d’abord 


’ _.r(r BE 2ọ), 
pe tang g ’ 
ensuite le triangle rectangle B'pm donne 
tang à 


tang® 





mp = pp tangi=r(r — 29) 
On a encore 
Bp = ax = Oa + Ox'= r cos g — r cos (180°— &) = 2r cos, 


par suite 
tang í 
tang g 





mB = 2r cos ọ—r(r — 29) 


` 
enfin le triangle rectangle mnf donne 


sap AER + bit. 
d'où l’on conclut 


(7) a= 2rcosi| cosp — (>a — o) Eze |, 


Si l’on suppose i = g, on a, par la formule (3), 


T 
2 


Au moyen de cette valeur la formule (5) devient 


sin ọ = 1, d'où ọ= 


I 
Te T me ii 


laquelle ne saurait subsister pour des valeurs quelconques de 
Qı; car s’il en était ainsi, l’on aurait également 


(qi + dm) = LR — cos (qi + du). 
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Développant et supposant d9, infiniment petit, il vient 


| F do, = Sin pi 09; 
d'où ə 


» I 
sin ọ, = 1 1=—="— r. . 
qi > 7 2 


Au moyen de ces valeurs de ọ et de y; , la formule (7) donne 
ensuite 
` S=0, 
ce qui est d’ailleurs une conséquence de la construction géo- 
métrique des tangentes horizontales. 
On peut aussi s'assurer que la formule (7) se réduit à zéro 
T 
pour P == z 
En général, pour calculer la longueur d’un arc hydrophore, 
on commencera par déterminer ọ au moyen de l'équation (3); 
la formule (5) fera connaître ensuite 9, ; enfin l'arc hydro- 
phore sera donné par la formule (6). Pour éviter d’avoir à 
résoudre, dans chaque cas particulier, l'équation transcen- 
dante (5), on a trouvé préférable de calculer une Table des 
valeurs de la différence 9, — +. Dans cette Table, que nous don- 
nons ci-après, les valeurs de 9, et de P, — ? sont exprimées 
en degrés centésimaux. 


Table des valeurs de »,— ». 
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de la largeur de la roue. On la fait tourner dans un coursier, 

Fig. 179. ou entre deux murs ver- 
à ticaux dont la distance 
diffère peu de la largeur 
de la roue. Les palettes en. 
tournant dans l’eau élè- 
vent celle-ci à peu près à 





la hauteur du centre de la 
roue, et la déversent sur le talus du coursier. 


TYMPAN DE VITRUVE. 


La roue à tympan (fig. 180) consiste en un tambour ou cy- 
Fig: 150: lindre creux divisé par des 





cloisons dont les plans pro- 
longés vont passer par laxe 
du cylindre. Chacune de ces 
cloisons s'ouvre sur la sur- 
== face du tambour. Un noyau 
creux monté sur le même 
axe, et communiquant avec le dehors, porte aussi des cloi- 
sons qui s'ouvrent dans les premières. Quand la roue tourne, 
les cloisons du tympan s’emplissent d’eau; celle-ci passe dans 
le noyau quand elle arrive à la hauteur de l'axe, et se répand 
ensuite au dehors. 

Cette machine porte le nom de tympan de Vitruve, parce 
qu'elle se trouve décrite dans l'ouvrage du célèbre architecte 
romain, | | 


TYMPAN A DÉVELOPPANTES DE CERCLE. 


On remplace avec avantage les cloisons du tympan de Vi- 
truve par des cloisons cylindriques ayant pour bases des déve- 
loppantes de cercle (fig. 181). Ainsi le profil intérieur de la 
cloison AC est une développante engendrée par le point A de 
la tangente AB roulant sur le noyau O de la roue. L'eau en en- 
trant dans la roue ne se logeant pas dans les angles, comme 
dans le tympan de Vitruve, il y a moins de chocs, et par consé- 
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quent moins de pertes de travail. En second lieu, les cloisons 
Fig. 181. étant normales à la verticale 

AX, le centre de gravité de 

_ l’eau élevée par chaque cloi- 
son est peu éloigné de cette 
verticale; il est donc plus 
près de l’axe que dans le 
tympan de Vitruve. La ré- 
sistance agissant sur un le- 





vier moins long, il faut une 
force moindre pour mouvoir 
la roue. Ce perfectionnement a été proposé par Lafaye en 1817. 


NORIA. 


Une noria (fig. 182) consiste en une chaîne sans fin, tour- 

Fig. 182. nant sur deux poulies dont les centres sont 
situés sur la même verticale. L'une de ces 
poulies est placée à la hauteur où l’on 
veut élever l’eau, l’autre dans le réservoir. 
Cette chaine porte des ċrochets auxquels 
sont attachés des godets de distance en dis- 
tance. Quand ces godets arrivent à la par- 





tic supérieure, ils se vident dans le ré- 

| servoir. La poulie qui tourne dans l’eau 
n'étant pas absolument nécessaire, on la supprime dans la plu- 
part des cas. 


CHAPELET. 


Le chapelet (fig: 183) consiste en une chaîne sans fin qui 
. . 3 . 

porte de distance en distance des rondelles qu'on nomme grains 
ou patenóőtres ; cette corde s'enroule sur une poulie ayant la 
forme d’une étoile et placé à la hauteur à laquelle on veut éle- 
ver le liquide. Si le chapelet est vertical, le plus souvent la 
chaîne sans fin baigne librement dans l’eau. S'il est oblique, 
on fait tourner la chaîne sur une deuxième poulie semblable à 
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la première, et située dans le réservoir où l’eau doit être puisée. 


Fig. 183. 





Un cylindre qu'on nomme buse plonge dans le liquide; c’est 
dans ce cylindre que se fait le mouvement de l’eau entrainée 
par les grains. | | - 
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INÉGALITÉ DE PRESSION DANS LES FLUIDES EN MOUVEMENT. 


103. Quand uu fluide est en repos, chaque molécule éprouve 
dans tous les sens une pression égale; s’il est en mouvement, 
la pression varie d’une direction à une autre et présente des 
différences d'autant plus grandes que la vitesse est elle-mème 
plus grande. Dans les essais qu'on a faits pour lancer des pro- 
jectiles, en employant la force expansive de la vapeur d'eau, 
on a reconnu par exemple que la pression était très-faible 
contre les parois du canon, tandis qu'elle était très-grande 
dans le sens de l'axe. 


PARALLÉLISME DES TRANCHES. 


Considérons un vase dont les sections horizontales varient 

Fig. 184. par degrés insensibles. Ce vase est percé. 
d'un petit orifice à sa paroi inférieure sup- 
posée très-mince. On l’emplit d’eau jus- 
qu'à une certaine hauteur, puis on laisse 
écouler le liquide, mais en maintenant le 
niveau constant. Alors si l’on répand à la 





surface de la sciure de bois très-ténue, 
ayant à peu près la mème densité que l’eau, on observe les 
phénomènes suivants : j 

1°. Les molécules de poussière descendent verticalement 
dans le liquide jusqu’à une petite distance de l’orifice ; 

2°. Les molécules de chaque section horizontale se meuvent 
avec la mème vitesse. De là il faut conclure que les tranches 
horizontales infiniment minces, dans lesquelles on peut con- 
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cevoir le liquide décomposé, se meuvent verticalement comme 
étant d'une seule pièce, ct en se modelant successivement sur 
les sections du vase qu’elles traversent ; prenant à chaque in- 
stant une vitesse qui fasse passer dans l'élément du temps la 
même quantité de liquide à travers chaque section horizontale, 

Lorsque les particules de poussière arrivent à une petite 
distance de orifice, leur direction s’infléchit, la veine liquide 
se contracte, et cette contraction se contiriue jusqu’à une petite 
distance de l’orifice, où elle atteint sa valeur maxima. Quand 
l'orifice est très-étroit par rapport aux sections transversales 
du vase, la contraction maxima se fait à très-peu près à une 
distance égale au diamètre de l’orifice; cette distance diminue 
quand le diamètre augmente. A partir du point de contraction 
maxima, les filets liquides reprennent une direction verticale, 
mais bientôt ils divergent de nouveau pour se diviser, et le li- 
quide tombe en petites gouttelettes. 


INVERSION DE LA VEINE LIQUIDE. 


Quand l’orifice par où se fait l'écoulement n'est pas circu- 
laire, les sections transversales de la veine liquide se modifient 
à mesure qu'on s'éloigne du vase, et cela de telle sorte, que les 
lignes diamétrales les plus longues, dans Porifice, deviennent 
les plus courtes dans la veine. Ce phénomène a reçu le nom 
d’inversion de la veine liquide. 

Lorsque, par exemple, l’orifice est un carré de 0",30 de 
côté, ces sections transversales sont telles qu'on les voit re- 
présentées dans le tableau suivant (fig. 185) où les distances 
sont comptées de la paroi intérieure du vase. 
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. Tableau des sections transversales de la veine liquide. 


SECTIONS DE LA VEINE. DISTANCES. 


SR: 
e ee 


Fig. 185. Va o",417 
D 0,50 
Lo | 0,582 

\ 


VITESSE D'ÉCOULEMENT. 


104. Si l’on désigne par H la hauteur verticale du niveau 
constant du liquide au-dessus du centre de l'orifice supposé 
très-étroit par rapport aux sections du vase, et par v la vitesse 
.d’écoylement à l'endroit de la plus grande contraction de la 
veine, on trouve, par l'expérience et par le calcul, que Fon a à 
très-peu près 
(1) v = y2gH. 

De là il résulte que /a vitesse d'écoulement d’un liquide est 
égale à celle d’un mobile tombant dans le vide d’une hau- 
teur égale à celle du niveau dans le réservoir. Ce théorème 
est dû à Torricelli. 


DÉPENSE EN UNE SECONDE. 
Soient a l’aire de l’orifice, etg l'aire de la section contractée ; 
la dépense en une seconde sera 


Q = a V2gH. 
Posant 


=f 


RIR 


28 
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la valeur de Q devient , 
(2) Q = af V2gH. 

Le coefficient de contraction f se détermine facilement par 
l'expérience; on recueille pendant un temps donné l’eau qui 
sort du réservoir, et l'on en déduit la dépense en une seconde; 
alors l'équation (2) fait connaître f. On a trouvé de la sorte les 
valeurs ci-après : 

Si H >> 10 fois le diamètre de l’orifice, 


0010: 
Si H < 10 fois le diamètre de l’orifice, 
f= 0,66. 


Si le vase est pourvu d’un ajutage cylindrique dont la lon- 
gueur soit au moins égale à 2 fois ou 2 et + fois le diamètre de 
l’orifice , 

f= 0,82. 

Cette augmentation dans la valeur du coefficient de la dé- 
pense est due à ce que la contraction de la veine produit la ra- 
réfaction de l'air dans le tuyau: alors la pression atmosphé- 
rique qui agit à l'orifice gonfle la veine, le tuyau i wi et 
le liquide coule gueule bée. 

Quand l'écoulement a lieu par une ouverture percée dans la 
paroi latérale du vase, les formules précédentes ne subsistent 
qu'autant que l'orifice est placé à une certaine profondeur au- 
dessous du niveau du liquide. | 


THÉORIE MATHÉMATIQUE DE L'ÉCOULEMENT D'UN LIQUIDE DANS 
L'HYPOTHÈSE DU PARALLÉLISME DES TRANCHES. 


CAS OU LE NIVEAU EST CONSTANT. 


Considérons le mouvement d’une tranche depuis le niveau de 
l'eau jusqu’à sa sortie du vase. Le régime étant établi, on peut 
supposer que le centre de gravité de la tranche viendra passer 
par le centre de l’orilice. Soient H la hauteur verticale du niveau 
comptée de ce dernier point, et P le poids de la tranche, 
v étant la vitesse du liquide à la surface, u la vitesse à sa sortie, 
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on aura, en vertu du principe des forces vives, et en négligeant 
les frottements contre les parois du vase, 


PH= Em (u?— v’). 


Mais u et v sont les mêmes pour toutes les molécules, du moins 
à très-peu près; on peut donc écrire 


PH = = (6 — 0) Em = = = (u — v); 


n Ig 


I 
2 
de là on tire 
u?— vu? — 2 gH. 


Soient A la section horizontale du vase qui répond au niveau 
du liquide, et a l’aire de l’orifice ; on aura 


g. 
Ao = au, d'où o=- ù. 
A 


Substituant cette valeur dans l'équation précédente, ił vient 





(3) u = 


ou bien , parce que f est supposé très-petit; 
— 1 a? 
(4) u = y2gH (+i T) 
PIR T i 1 a? al 
Négligeant le terme — as” On a simplement 


(5) u = VagH, 

ce qui est le théorème de Torricelli’ Les valeurs de u déduites 
de l'expérience ne diffèrent que de deux ou trois centièmes 
des valeurs calculées par la formule (5). 


CAS OU LE NIVEAU EST VARIABLE. 


* Considérons un vase prismatique dont la section est A, 
nommons la hauteur variable du niveau du liquide au-des- 
sus du centre de l'orificea, et nous aurons à chaque instant, en 


28. 
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KJ =. a 
supposant très-petit le rapport + , 


| u = V2gh, 

6 au = Àr, 
(6) ja 
Fe, de 


Dans ces formules, u désigne toujours la vitesse à l’orifice, et 
v la vitesseau niveau. Éliminant u et v entre ces équations, 


il vient 


di a P 
— Z — —y2pg. dt. 
Va AVE 


Intégrant, on trouve 


7 a 
2 yA a 2g. 


ar 


Soit H la hauteur initiale du liquide, on aura à la fois 


h= H, t= 0, 
et par suite 
const = 2 VH. 


Substituant cette valeur dans l'équation ci-dessus , il vient 
(7) \ y 3125 


Substituani la valeur de y% dans la deuxième des équations (6), 


on trouve 


(8) u=V2gH—T gt. 


~ 


La deuxième des équations citées donne.ensuite 
é 


à 


a mr a 
(9) | e= z V2gH -pst 


Les équations (7), (8), (9), résolvent complétement le pro- 
hlème proposé. | 


TEMPS QUE LE VASE MET A SE VIDER COMPLÉTEMENT. 


Si dans la formule (3) on fait =o, et qu'on résolve 
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l'équation résultante par rapport à +, on aura le temps que le 
vase mettra à se vider, savoir : 


(10) r=24V E 
a V 2g 


Cette formule pourra servir à l'établissement des clepsydres. 
* Si le niveau était constant, le temps & nécessaire à l’écoule- 
ment d'un volume d’eau égal au volume AH du vase serait 
donné par l'équation , 
AH — að V2£H,; 
de laquelle on tire 


(11) | = n 
aV 2g 


On voit que cette dernière valeur est moitié moindre que la 
première. 

Donc un vase met à se vider un temps double de celui que 
mettrait à sortir du méme vase un égal volume d’eau si le 
niveau était constant. 


MOUVEMENT DE L'EAU DANS LES TUYAUX DE CONDUITE. 


105. Soit AB un réservoir ( fig. 186) dans lequel l’eau est 

Fig. 186 maintenue à un niveau 
constant; si l'on fait pour 
abréger OP=H, ab= â, 
et qu'on nomme À le dé- 
veloppement de l ensem- 





ble des tuyaux de con- 
duite , supposés tous de même diamètre et formant une courbe 
continue, la vitesse du liquide à l’orifice O aura pour valeur 


(1) u = — 0,0249 + 26,793 = 
On aura ensuite pour la dépense en une seconde 


(ak Q=Zrsu 


On peut remarquer que les formules (1) et (2) contiennent gg 
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cinq quantités variables u, H, À, À, Q. Connaissant trois de 
ces quantités, les formules citées feront connaître les deux 
autres. | 


Supposons, par exemple, que l’on connaisse 


La différence de niveau H des points A et O, 
La longueur À des tuyaux de conduite, 


La dépense Q en une seconde, 
et qu'on veuille déterminer 


Le diamètre des conduits et la vitesse d'écoulement. 


Si dans l'équation (2) on met la valeur de u donnée par la 
formule (1), on trouve 


Q=—=—4(0,019)+ 4° (21,043) un 


Si l’on néglige le premier terme qui est très-petit, il vient 


oi) 


L'équation (2) donne ensuite 


(4) a=% 


rå?’ 


Si l’on veut approcher davantage de la valeur de 4, on 
posera | 


A = 4,+ d4,; 


on substituera dans la valeur précédente de Q, et en négli- 
geant les termes du deuxième ordre, par rapport à dA,, on 
aura une équation du premier degré, qui fera connaître la cor- 
rection ð À,, et ainsi de suite. 

Supposons encore que l’on connaisse la longueur À des tuyaux 
de conduite, leur diamètre À, la dépense Q en une seconde, 
et qu’on veuille déterminer la vitesse u d’ écoulement, a ainsi que | 
la différence de niveau H des points AetO. ; 

D'abord la vitesse d'écoulement sera donnée par l’équa- 
tion (4); on déduit ensuite de la formule (1}; en négligeant.le ` 


ass v a r eA ew the 
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premier terme , 
8) DE *(26,7 si] à 


THÉORIE MATHÉMATIQUE DE L'ÉCOULEMENT DE L'EAU DANS UN 
TUYAU DE CONDUITE. 


À 


Lorsqu'un liquide se meut dans un tuyau, les molécules qui 
frottent contre ses parois perdent à chaque instant de leur vi- 
tesse, et de là résulte un ralentissement qui se fait bientôt 
sentir dans toute la masse liquide; mais ici la résistance F au 
mouvement n'est pas proportionnelle à la pression comme 
pour les corps solides; elle paraît même indépendante du poids 
du liquide, et n'être due qu’à sa vitesse et aux dimensions des 


tuyaux. D'après M. de Prony, 
D 
F = es (au Bu” 
p ( B 


dans laquelle D est le poids de l’eau sous l'unité de volume, 
e le contour de la section droite du piu s la longueur infi- 
niment petite d'une tranche liquide, u’ sa vitesse constante 
dans le conduit. Enfin æ et Ê sont des coeflicients qui ont pour 
valeurs 

(6) a = 0,00017, 


B = 0,003416. 


Considérons le mouvement d’une tranche depuis le niveau 
À jusqu’à sa sortie en O par un orifice ayant a’ pour section ; 
u étant la vitesse d'écoulement , et u’ la vitesse dans le tuyau, 
on aura, en désignant par a la section du conduit, à 


t 
a 

au =a'u, d'où w=- u; 
a 


par suite, la valeur de F devient 


4 + 
(7) Fer Des (ant gw), 


a 


Soit P le poids de la tranche liquide; si l’on néglige les frot- 
tements contre les parois dans le réservoir, et qu’on suppose, -- 
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l 
très-petit le rapport < de l’aire de l’orifice à celle de la section 


du réservoir qui répond au niveau de l’eau, on aura, en vertu 
du principe des forces vives, 


PH — FÀ =- win; 


remplaçant F par sa valeur (7), il vient 


4 
PH— Se (au + pu) =t wa, 
a g a 


Supposons que la tranche P vienne occuper, dans le conduit, 
le volume abcd, on aura 


P—aDs, d'où Ds=5. 


Substituant cette valeur dans l'équation précédente, et sup- 
primant le facteur commun P, on trouve 


ammer 2 a' sx f a". 2}, 
(8) 28H=w#+2— a (eu+s su) 


Supposant le tuyau circulaire, et nommant A son diamètre, 
on a 
I 
négligeant dans (8) le premier terme du deuxième membre que 
l'expérience démontre être très-petit par rapport au deuxième, 


e—rA, a—=-rA; 


il vient simplement, en prenant a'= a, 


HA 
bu’ + au — E = 0 


4 
Résolvant par rapport à u, on trouve 


~ 2B 4B 4p 


Négligeant encore le premier terme sous le radical , on obtient 
enfin 


e Ha 
u = — 0,0249 + 26,793 VE 
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ce qui est la formule (1) donnée au commencement de ce nu- 
méro. 

Supposons maintenant que la tranche infiniment mince de 
liquide circule dans une série de conduits dont les diamètres 
vont toujours en diminuant à partir du réservoir. Le frotte- 
ment dans le tuyau principal sera 


F= Des fau Bu’). 


Mais le poids et le volume de la couche liquide restant con- 
stants, On a 
Dais =P, au,=a'u, 

en nommiant &’ l'ouverture du tuyau de sortie, et plus rigou- 
reusenient la section contractée; de là on tire 


+ 
Dsi = —; =u. 
a; a; 


Substituant ces valeurs dans celle de F,, il vient 


Soit À, le chemin total parcouru par la couche liquide dans le 
conduit proposé; le travail dû à ce frottement sera 
a! Pe 1a 
T ET 
Un g A; | dl; . 


Pareillement, le travail absorbé par le frottement dans le con- 
duit sùivant aura pour expression 


5 / 
PSE EE (au + Le), 
» a: £ a la 


et ainsi de suite, Enfin le travail dû au fre ottement dans le con- 
duit de sortie, sera 


Donc on aura, en vertu du principe des forces vives, et en 
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négligeant la vitesse dans le réservoir, 


Cette équation peut s'écrire 
| a'e) a 
2$SH= wt? = — (au + T pu)» 
a a a 


le signe Z s'étendant à tous les conduits dans lesquels circule 


la couche liquide. Résolvant par rapport à u, il vient, en dé- 
finitive, 


+apr(e El | 


Si l’on néglige les termes affectés du facteur &, on aura la 
formule plus simple, mais moins exacte, 


(10) u = 


En posant 


dans la formule (9), on retombe sur le théorème de Torricelli. 


DU MOUVEMENT. DE L'EAU DANS LES RIGOLES ET LES CAN AUX 
DÉCOUVERTS. 


106. Si la pente d'un canal est constante, peu considérable, 
etle profil partout le même, du moins à très-peu près, le mouve- 
ment de l’eau est uniforme, On dit alors que le régime du canal 
est uniforme. L'expérience démontre que la résistance au mou- 
vement due au frottement du liquide contre le fond et les pa- 
rois du, canal çst encore donnée par la formule 


(1) | p F = De s (au + fu), 
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dans laquelle € est le périmètre mouillé de la section droite. 
Quant aux coefficients x et Ê, ils ont ici pour valeurs 


a = 0,000436, 


(2) É = 0,003036- 


On trouve ensuite par les mêmes considérations qu’au numéro 
précédent, et en adoptant la même notation, 


| 1 nn vs aH 
(3) pwtau =g- 7 


Si l’on pose, selon l'usage, 


a H e 
| : = R, T= i, 
la formule (3) devient 
(4) Bw- auw’ = gRi. 


0 + + K | H 0 , + 
Si À s'écarte peu de l'horizontale, + = i représentera à très- 


à 
peu près la pente du canal par mètre courant. La quantité R se 
nomme rayon moyen. En résolvant l'équation (4) par rapport 


à u, on trouve 
(5) u = — 0",071852 + 0,005 16276 + 3232,96 R i. 


Si sous le radical on néglige le premier terme qui est très-petit 
par rapport au deuxième, il vient 


(6) | u = — 0",071852 + 56,86 VRi. 


La vitesse étant connue, la dépense en une seconde aura pour 
valeur 


(7) | Q = au. 


On peut remarquer que les équations (5) et (7) contiennent 
cinq quantités variables u, Q, a, e£, 1; connaissant trois d’entre. 
elles’, les. équations citées feront connaitre les deux autres. Ces 
équations serviront ainsi à résoudre les diverses questions qui. 
“Sẹ présentent dans T établissement des c canaux. ee eta T 


wi r e LS. ‘ = 
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VITESSE MAXIMA D'UN COURANT. 


107. Si l’on fait une section perpendiculaire à la direction 
d’un courant d’eau, la vitesse ne sera pas la même aux divers 
points de cette section ; il est clair qu’elle sera moindre au fond 
et sur le contour du périmètre mouillé, qu’à la surface et dans 
l’intérieur du liquide. Pour déterminer à quelle profondeur a 
lieu la vitesse maxima, on attache à un fil ( fig. 187) deux pe- 

Fig. 187. tites boules de cire, dont l’une est 
| un peu plus légère, et l’autre un peu 
plus dense que l’eau; en les mettant 





sur le liquide, on observe que celle 
qui plonge prend les devants sur celle qui flotte. On a reconnu 
de la sorte que la vitesse maxima avait lieu un peu au-dessous 
de la surface. 


MESURE DE LA VITESSE D'UN COURANT. 


Le moyen le plus simple de mesurer la vitesse à la surface 
d’un courant, consiste à faire flotter un petit corps qui s'élève 
très-peu au-dessus de l’eau. On note le temps que ce flotteur 

met à passer entre deux points de repère dont la distance a été 
| mesurée avec soin, et l’on divise ensuite cet espace par le temps 
observé; le quotient de la division est la valeur de la vitesse 


cherchée. 
VITESSE MOYENNE D'UN COURANT. 


La vitesse moyenne d'un courant est celle qui multipliée 
par la section du canal donne la dépense. 


r A a 
Connaissant la pente ¿ d’un canal et son rayon moyen R => 


la formule (5) du n° 406, fera connaitre la vitesse moyenne u. 
Mais on préfère généralement déterminer par l'expérience la 
vitesse à la surface, pour en déduire ensuite la vitesse moyenne, 
et même la vitesse au fond ; pour cela, on se sert des deux for- 
mules | | 
ù + 2,73187 

U TE y am 

(1). . v + 3,1523 


w == QU—Y, 
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qui sont dues à M. de Prony, et dans lesquelles u désigne la 
vitesse moyenne, v la vitesse à la surface, w la vitesse au fond. 
Dans le cas le plus général 


. | u=>>0",20, u< 1™”,50; 


alors, si on néglige les termes du deuxième ordre uv et #?, qui 
sont peu différents, on a simplement 


(2) u = (0,866) v 
dont on se contente souvent dans la pratique et qui fournit un 


degré d’exactitude assez satisfaisant. 
Pour abréger le calcul de la vitesse u donnée par la ai 


mière des formiules (1), on a formé une Fable des valeurs de - = 


à diflérentes vitesses. 


g u 
TABLE DES VALEURS DE —- 
(4 


o®,9; 1"; 1,5, 2", 17.0: r 


o™,725, 0",812, 0,832, 0",848, o™,862, 0",873. 


SIR «= 


JAUGEAGE D'UN COURS D'EAU. 


Jauger un cours d'eau, c’est mesurer sa dépense en une 
seconde. À cet effet, on détermine la vitesse moyenne du cou- 
rant, et on la multiplie par l'aire d’une section faite dans le 
canal, perpendiculairement à sa direction. i 

Pour connaître la section du canal, on tend une chaîne AB 
(fig. 188) d'un bord à l'autre, puis en longeant la chaîne avec 
un bateau, on fait des sondages de 


Fig. 188. 
Pis | distance en distance; on mesure 
ya les distances horizontales Ab, bc, 
1 ' . 
cd,..., comprises entre les points 
n où on laisse tomber la sonde, on 





mesure aussi les longueurs bm, cn, 
ds,..., des sondes: avec ces données, on construit une figure 
semblable à la section du canal , et l’on mesure ensuite l'aire 
de celle-ci, d’où l’on conclut sans peine l'aire cherchée: 
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DÉPENSE PAR UNE VANNE. 


Si l’on nomme H la hauteur du niveau au-dessus du fond du 
coursier, À la hauteur au-dessus du bord supérieur de lorifice, 
l la largeur horizontale de l’orifice, on aura d’abord pour la 


vitesse au centre de l'ouverture 


H + À 
(1) : =y 28 a 





et comme l'aire de l’orifice a pour valeur Z(H—}), la dépense 
par seconde sera, en nommant " le coefficient de contraction 
de la veine, 


(2) Q= mi (H — h) yg (H +). 
Fig. 189. 


Si la vanne est verticale ( fig. 180), 
_m=0,70. 

Si elle est inclinée d'environ 45 de- 

grés (fig. 190), 


m= 0,75. 





Quelquefois Porifice d’écoule- 
ment est placé au fond du réser- 
voir ou sur une paroi inclinée, 
comme on le voit sur les figures 
ci-après. Dans le mode représenté 
par la fig. 191, un clapet, mù par 
une tige T, permet de régler à vo- 
lonté la grandeur de l’orifice. 


DÉPENSE PAR UN DÉVERSOIR. 


Un déversoir ( fig. 192) consiste 
souvent en une ouverture rectan- 
gulaire ménagée à la partie supé- 
rieure d’un réservoir, et dont le 
côté horizontal est au-dessous du 
niveau du liquide. L’eau en s'é- 
coulant par un déversoir prend la 
forme indiquée par la figure. Les 
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lignes ac, bc, ont entre elles, à peu près,jles rapports suivants : 


ac 


zg = 057247; 
(3) Y 
= 0,2753. : 


Si l'on pose, pour abréger, ab — H, et qu’on nomme / la largeur 
horizontale du déversoir, la dépense sera déterminée par la 
formule 


(4) Q=0,405/H y2g H. 


Le coefficient qui entre dans la formule précédente est dů à 
MM. Poncelet et Lesbros. Il a été déterminé d'après de nom- 
breuses expériences faites à Metz. 


CALCUL DE LA FORCE D'UNE CHUTE. 


Je suppose, pour fixer les idées, que l’eau sorte par une vanne, 
et considérons le mouvement d’une tranche depuis le niveau 
jusqu’à l’orificé: Le régime étant établi, on peut supposer que 
le centre de gravité de la tranche viendra passer par le centre 
de louverture; p étant son poids, et L la hauteur verticale par- 
courue par le centre de gravité, son travail sera pl. Supposons 
maintenant qu'il sorte z tranches, par seconde; le travail total 
effectué pendant ce temps sera nph. Donc si l’on pose 


np =P, 
on aura 


(5) Tn = PA. 
Si par exemple 
h= 1ı™,50, P = 3000i!, 
la formule (5) donne 
Ta = 4500k® = 60 chevaux ; 


our la valeur du travail moteur que l’eau possède au sortir de 
P q p 
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la vanne. La valeur précédente de Tn n’exprime pas la force 
totale de la chute; il faut y joindre le travail P h’ développé 
pendant que l’eau agit sur les aubes de la roue hydraulique. 

Par. conséquent, si l’on nomme H la hauteur verticale com- 
prise entre le niveau de l’eau dans le bief supérieur et le point 
où l’eau abandonne la roue, la valeur totale du travail moteur 
sera 


(6) - T, = PH. 
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ÉCOULEMENT DES GAZ ET DE LA VAPEUR D'EAU. 


DU MOUVEMENT DES GAZ DANS LES TUYAUX DE CONDUITE. 


*108. La théorie du mouvement des gaz dans les tuyaux 
de conduite, quand le régime est établi, est analogue à celle 
relative aux liquides. | 

Considérons d'abord un volume v de gaz dont tous les points 
de la surface sont soumis à la pression normale p. Si la couche 
extérieure prend une position infiniment voisine, en sorte que 
le chemin normal à la couche parcouru par l'élément superfi- 
ciel w soit £, le travail dû à la pression pw sera pwe; par suite 
la somme des travaux dus à toutes les pressions aura pour va- 


leur 
pĒRos = pdv, 


en désignant par dv la variation infiniment petite du volume 
de gaz proposé. Par conséquent, si le gaz passe du volume V 
au volume V’, répondant respectivement aux pressions P, P’, 
la somme des travaux développés sèra 


y’ 
Í pd. 
y 


Mais si la température reste la mème, on aura, en vertu de la 
loi de Mariotte, ` 


PV 


ru 





pv=RP'V', d'où p= 


? 


par conséquent 


y’ y’ , 
V 

Í pdv = pv f de pP V log — : 
y i V 


. 29 
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on a encore 
PV = P V’; 


donc enfin 
y’ p’ 
(1) f pde = P’ V' log p” 


Considérons maintenant un gaz sortant d’un réservoir où il est 
sous la pression de P, et s’écoulant, par un orifice donné, dans 
un milieu où la pression est P’, après avoir parcouru un tuyau 
d’une longueur quelconque À. Nommant T,, la somme des tra- 
vaux moteurs, ct T, la somme des travaux résistants déve- 
loppés pour amener au dehors une couche infiniment petite 
de gaz, on aura, en négligeant la vitesse dans le réservoir, 


I 
Tu — T,=- wWIm. 
2 


Soient z la section de l'ouverture; plus rigoureusement la sec- 
tion contractée de la veine gazeuze, D le poids de 1 mètre cube 
de gaz sous la pression P’; on aura, en désignant par + lélé- 
ment du temps, f 








| a Dur 
2m == 9 
5 
et, par suite, | 
| > 1aDur 
(2) Ta—T,= - w. 
-E A 


La couche de gaz passant du volume V au volume V', en se 
transportant du réservoir au dehors, on a, en négligeant l’ac- 
tion de la pesanteur, 


Ta = P’ V’ log 5r 


Soit p’ la pression qui s'exerce, à un instant quelconque, sur 
la couche gazeuse du dehors au dedans, et qui tend à faire 
obstacle à son expansion; les pressions p’ se faisant équilibre, 
à chaque instant, autour de la couche gazeuze, la somme de 
leurs travaux est nulle, T, est donc égal uniquement à la 
somme des travaux absorbés par les frottements dans le con- 
. duit. F étant le frottement sur la longueur infiniment petite s$ 
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que prend la couche de gaz dans le tuyau, on a, comme pour 
les liquides, et en supposant la vitesse u’ sensiblement con- 
stante, | 


F = _ es (a w + Biu”), 
. £ | 
ou plutôt 


D 
F == 65 B, u"?, 
8 
en prenant, pour tous les gaz, 


Bı = 0,003482 (g 


On peut remarquer que ce nombre est sensiblement le même 
que pour l'eau. 

Soit a la section du tuyau. Le poids de la couche de gaz res- 
tant constant, 


24 a 
aD's = «Dur, d'où D'5—- Dur. 
a 
Substituant cette valeur dans celle de F, on trouve 


= en cuth u”. 
ag 


Mais si lon suppose que 5 diffère très-peu de l'unité; la den- 


sité du gaz reste sensiblement constante pendant tout son tra- .. 


jet; par conséquent on a, à très-peu près, 
AW = AU, 
d'où 


gs vs f x 
HE w = —u; 
a 


substituant cette valeur dans celle de F, il vient 


3 
F — (£) D m. 
a} & 


Le travail de cette résistance sera. pour toute la longueur À du 





(*) Ce coeflicjent est indiqué par M. Delaunay daus son Traité de Mécanique 
rationnelle, page 562: Seulement--nous'avons dù le multiplier par la gravité 
g — 9,8088, afin de l'approprier à la forme particulière de nos formules. 


29: 


452 VINGT-HUITIÈME LEÇON. 


g 3 
T,= (2) E A 
aj g 


Si l’on observe maintenant que 


tuyau , 


V'= gur, 


l'équation (2) devient 
P. `D I D 
P' aurt logg = (2) "dii e u?, 


Simplifiant et résolvant par rapport à u, on trouve 





(3) u = 2E — 5 


3 P . * 
laquelle est d'autant plus exacte, que = diffère moins de Pu- 


nité. En même temps, la dépense par seconde aura pour va- 
leur 


(4) | Q= au. 


Maintenant si l'on nomme p le rayon du conduit, et qu’on 
suppose æ == a, On a à la fois 


E= 2RP, a =Rn’, 


d’où l’on tire 


Au’moyen de cette valeur, celle de u devient 
PERR 
D P’ log P 
u= 2 ———— 0. 


À 
Fan 


Supposons maintenant que la couche de gaz circule dans 
une série de conduits dont les diamètres vont toujours en 
diminuant à partir du réservoir. Le frottement dans le tuyau 
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principal sera 


Fete B, ui. 


Mais le poids de la couche gazeuse restant constant 
L ` x 

as, D, = «Dur, d'où D,s,— = Durt; 
i 


par suite, la valeur de F, devient 


nn. urut.’ 
a; g 
D’ ô # ~ l’ P ditfè * d p 
un autre € te, sı on suppose que P iuiere tres-peu e i u- 


nité, la densité du gaz reste sensiblement constante pendant 
tout son trajet; par conséquent on a , à très-peu près, 


~ ” R Œ 
u= gu, d'où u, =— t; 
Ai 


substituant cette valeur dans celle de F,, il vient 


3 
F, = (=) D £i utp, u?, 
aj & 


Soit À, ke chemin total estimé suivant l’axe du tuyau, et par- 
couru par la couche de gaz dans le conduit proposé, le travail 
dů à ce frottement sera 


3 
FE, = (=) Mai uth w. 
U] & 


Pareillement, le travail dû au frottement dans le conduit 
suivant aura pour valeur 


3 
FE, = (=) = Eaha ltt fau, 


a; 


et ainsi de suite. Enfin le travail dû au frottement dans le tuyau 


de sortie sera 
x a\ D 
Fi (2) —ehurÉ, w’, 
a o 


d 
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Ainsi l’on a à la fois 


P 
t 
Tna = zurP log 5? 
D _jfa\’er 
T, = aut w- 2 |—) —,;, 
g \a]) a 


le signe È s'étendant à tous les conduits dans lesquels circule 
la couche de gaz. Substituant ces valeurs dans l'équation (2), 


puis résolvant par rapport à u, on trouve en définitive 


E qy 
= P lo = 
D "WP 
(5) u = EEE 
: &\?’ eÀ 
a) a 


laquelle sera d’autant plus exacte , que P différera moins de P’. 
On peut remarquer que l'influence du frottement tend à aug- 
menter à mesure que le gaz s'approche du tuyau de sortie. On 
voit aussi que plus l’orifice d'écoulement sera grand, plus la 
vitesse sera petite; toutefois æu varie dans le même sens 
que æ (*). 
Prenons pour exemple le gaz de l'éclairage. Dans ce cas, 
P’ = 103351, D = 1kil 9871; 
si l’on prend en même temps | Hr 


à == 1000", p= 0™;02, 


et qu'on suppose de plus 


P 
(*) Comme le rapport P est supposé très-peu différent de l'unité, si lon 


développe le logarithme et qu’on limite l’approximation au premier terme du 


développement, on aura 
ió P _ P-P 
if a i 


Au moyen de cette valeur, l'équation générale (5) devient simplement 


u = D —— 
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ce qui répond, dans le gazomètre , à une pression disponible 
d'environ 12 centimètres d’eau, on trouve par la formule (3), 
et en supposant g = 4 , | 


u = 7”,1213. 
La formule (4) donne, en même temps, 


Q = 8lit,9448. 


MOUVEMENT DE LA VAPEUR D'EAU DANS LES CONDUITS 
DES MACHINES. 


* S'il s’agit de la vapeur d’eau au maximum de densité, on 
aura de même, en appliquant le principe des forces vives à la 
portion de la couche de vapeur qui ne subit pas de condensa- 
tions pendant son trajet, 


(6) E e R ei 





Et ici l'on a encore, en négligeant l’action de la pesanteur, 


y' 
Fa = f pdv. 
P V 


Soit S le volume d’eau à 100 degrés capable de produire le vo- 
lume v de vapeur sous la pression p, on aura (pages 216 et 217) 


S 
n+ qp 


= 


Désignons encore par P’ la pression d'admission dans le cy- 
lindre; laquelle pour chaque détente ne se règle que sur la 
charge; on aura également 

S + 


$ — 


~ n+gqP 


On tire de ces deux équations 


= (° n 
P=— t4). 
9 \7 q 


Multipliant les deux membres par dy, puis intégrant depuis 
V, volume de la couche de vapeur dans la chaudière, où elle 
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est sous la pression P, jusqu’à V’, volume de sortie, et obser- 
vant que l’on a 
y’ 

V= aurt, —— Fu, 
| V n + qlP 
il vient, pour la valeur de T,,, 
n+ql n(P—P!) 
n+qP' n + qP 


AUT. 


(7) Ta = «urt (2+r) log 


Soit F le frottement de la couche de vapeur dans le conduit; 
en prenant pour la vapeur d'ean le même coefficient que pour 
les gaz, 

! 
F = — es ĝu”. - 


Nous supposons que le rapport = est peu différent de l'unité, 
ce qui rendra la vitesse sensiblement la même dans toute l'é- 
tendue du tuyau, pourvu que la section reste constante. Mais 
le poids de la couche de vapeur ne changeant pas, 


i a 
aD's—auDr, doù D's =- Dur; 
a 


donc, au moyen de cette valeur, celle de F devient 
D & 


F = — -—fiuaur. 

g a 
D'un autre côté, la densité de la vapeur reste sensiblement 
constante pendant tout son trajet, puisqu'on suppose que P 
diffère très-peu de P’; par conséquent on a 

au = au, 
d'où 

ñ a 


u =- u; 
d a 


substituant cette valeur dans celle de F, il vient 


On a ensuite, pour le travail de la force F, 


f 


R : 
T= (=) D der Paur. 


5 a 
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Substituant les valeurs précédentes de T, et de T, dans Péqua- 
tion (6), puis résolvant par rapport à u, on trouve 


(2+ r) ba EEE 
(8) = E q n + q P n+qP 


EAGEDAE 720 sas dE | 
D æ\?eÀ 
1+28,[-) — 
a a 
Mais D étant le poids de 1 mètre cube de vapeur sous la pres- 
sion P’, on a, à très-peu près, en kilogrammes 
D = 1000 {n +q P'); 


par suite, la valeur de u devient, en nommant toujours p le 
rayon du conduit, | 


Lio n + qP n ( P — P’) 
(9) u= 2g g Sng” (n+gP)(r+gP), 
9 = 1000 3 


æ’ À 
Ale 


laquelle devient, en supposant g = xp, 


Lio n + qP n(P —P') 
Ro is 2g q_ ntg (r+gP)(nt+gP), 
1000 À 
PAR 


La formule (9) fait voir que la vitesse d'écoulement sera d'au- 


(*) Il serait aisé d’avoir égard au frottement dans la partie du conduit qui 
fait communiquer la boite à vapeur avec le cylindre moteur. Il suffirait, pour 
cela, de ne compter À que jusqu'à Ja boite à vapeur et d'ajouter au dénomi- 

DU 


€ té A . : 
nateur le terme 28, —; &’ étant le périmètre de ce dernier conduit, 2’ sa 
a 


longueur; mais cela nous a paru peu important, 

Si, quelque part, le long du conduit, on oblige la vapeur à passer par un 
orifice variable g’, la vitesse u sera changée. Nommant + l'angle de déviation 
de la vapeur en assimilant l'effet produit à celui qui serait dù ou à un petit 
étranglement conique, en vertu du théorème de Carnot (page 265), on aura 
égard à l'influence du rétrécissement, en augmentant le dénominateur de la 


valeur (9) de u, de la quantité 
71 3 ; 
PT tang’ gp. 
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tant plus petite, que la section x de louverture sera plus grande; 
toutefois x u varie dans le même sens que z. 

Supposons maintenant que la vapeur émane de plusieurs 
générateurs, où elle est sous la mème pression P, et nommons 


ho Tar iei 


les chemins qu’elle parcourt, à partir de chaque générateur, 
dans un même tuyau, jusqu'à l'endroit où un deuxième con- 
duit, qui peut être le prolongement du premier, reçoit la va~ 
peur de tous les générateurs pour l’amener au cylindre. Sup- 
posons aussi que les chaudières fournissent respectivement 


I I. I 


— — —..., 


de la quantité totale de la vapeur qui alimente la machine; on 
aura d’abord 


Cela posé, la couche de vapeur qui sort de la première chau- 
dière subira un frottement ayant pour valeur 


D, 
F, = z E, Sı Bui. 


Mais la pression P étant supposée peu différente de P’, on a 


sensiblement 
œ 
= —u D, s, = — — u 
r u, , Si a, T, 
par suite, 
I D 
r= (2) _ — fuaur 
M \4a/ g 4: 
Le travail dû à ces frottements est exprimé par 
I De 
F, =1 (2) 7 —— pw aur. 
Ni \ 8i g a 


On a de mème, relativement à la couche de vapeur issue de 
la deuxième chaudière, 


: 1 ja \°Ds,hs 
Eh = — A — — Bw aur. 
ni \ at g 
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Pour la troisième chaudière on a pareillement 


2? À 
ra= (2) D aM tart 


na \A g a 


et ainsi de suite. Enfin, le travail dû aux frottements dans le 
conduit À compté du point où il reçoit la vapeur de tous les . 
générateurs, sera | | 


, 
ra= (2) D A S 
ga 


a 


Le travail total résistant aura donc pour expression 


2 k 2 LÀ 
r=r(s) D Eii Baur- — =) a Le Biutaur 
a $ 


n \a} g A t \a] E A 
\2 2 À 
+5(2) a AN PPA E (2) 3 CB waur. 
ny, \aj E Ai aj ga l 


Substituant dans l'équation (6) la valeur (7) de Tm, et la va- 
leur ci-dessus de T,, puis résolvant par rapport à u, on trouve, 
en observant que D = 1000 (n + q P’), | 





qP 
ba p i i, S 
2g g én+qP (n+gP)+gP) 





1000 a)’ 2 a \ sA a2 œ\'edl 2 a \’e À, 

ml sir + ut us =a vi e E aaa = a 

UPAR (5) a k n, f, (£) a ià le f: a,j 4, ng fr 4,7 4, 
Supposant æ = a, = a, il vient, en nommant toujours p le 


rayon du conduit, 








l loe 2 tP i n(P—P') 
(12) u= ag q ° ng?” (n+gqP)(n+gP'), 
~ E À À 
1000 LEE (++ LM ) 
n, 2 LE 
De plus si 


cette formule se simplifiera , et prendra la forme 


PREZI n (P — P') 
(13) «= 267 e (n+9P)(r+9P), 
1000 pe DR Re 
j p un 
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Il est bon de remarquer que le terme 


TELLE... 

PA Ce 
est égal à la moyenne des longueurs du conduit, comptées de 
chaque générateur jusqu’au cylindre. De là il suit que la for- 
mule (13) est renfermée dans la formule (10), pourvu que dans 
celle-ci on fasse À égal à la moyenne ci-dessus. La formule gé- 
nérale (11) se transforme aussi dans la formule (9), lorsqu'on 


suppose 
A a h E PE — n‘ et a, = «a. 


RAPPORT DE LA VITESSE MOYENNE DU PISTON MOTEUR A LA 
VITESSE D'ÉCOULEMENT DE LA VAPEUR. 


Soit t la durée de l'admission exprimée en secondes; le vo~ 
lume de vapeur admise dans le système distributeur sous la 
pression P’ sera 

auty 
et lon aura, à très-peu près, en désignant dorénavant par a 
la section du cylindre, 


aut = al + ac +p +0. 


(Voir pour la notation la page 217). Nommant N le nombre 
des courses du piston en une minute, on a, approximative- 
ment, 
= Sg Ë ME 
Nz 
substituant cette valeur de £ dans l'équation précédente, elle 
devient 


N € ; 
(14) au = gz (al + ae +B +0); 
de laquelle on tire 
(15) 1 


a ou al' 


(*) Cette valeur de : est généralement un peu trop grande. Mais comme 
al'+ ac + £ + 0 surpasse aussi un peu le volume d'admission de la vapeur 
(page 218, formule 1), les deux erreurs tendent à se compenser, 
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Cette relation fait voir que Ze rapport de la section de lo- 
rifice d'écoulement à celle du cylindre, est proportionnelle 
à la vitesse moyenne Nl du piston moteur; il est inversement 
proportionnel à la vitesse d'arrivée de la vapeur; enfin, il 
varie en sens inverse de la course d'admission l'. 

L’équation (15) peut s'écrire 


N{ & al! 


(16) bou aal +ac+B+0 


Cette formule fera connaître, dans une machine établie, le 
rapport de la vitesse moyenne du piston moteur, à la vitesse 
d'écoulement de la vapeur; et lor peut remarquer que ce 
rapport est indépendant des pressions P et P’. La quantité 
paa prend sa valeur maxima pour l'= l, c'est-à-dire quand 
la machine travaille sans détente ou à pleine vapeur dans le 
cylindre moteur. On a, dans ce cas, 


al 


«a N? .« 
7) bou aal+ac+B+0 
et à très-peu prés, 
Nz a 
(18) . | bou a 


Si l’on prend pour limite inférieure de 7 
B +9 


U = c -4 m, 


l'équation (16) donne 


Nz IQ 
(9) | Bouman 


qu’on pent prendre pour limite inférieure du rapport des deux 
vitesses. La formule (18) donnera aussi la vitesse moyenne 
maxima que pourra prendre le piston moteur d’une machine 
travaillant sous des pressions données, mais peu différentes 
dans la chaudière et dans le cylindre. En prenant la moitié du 
résultat, on aura la vitesse moyenne répondant à la course 
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d'admission très-petite 


PS. 
+ a 


Mais la formule (16) donnera, dans tous les cas, la vitesse 
moyenne que prendra le piston moteur d’une machine, pour 
des pressions peu différentes dans la chaudière et ne le cy- 
lindre. 


RAPPORT DE LA VITESSE D'UNE LOCOMOTIVE A CELLE DE LA 
VAPEUR. 


S'il s’agit d’une locomotive 5 = o, attendu que le tiroir fai- 
sant détente, la boîte à vapeur peut être considérée comme fai- 
sant partie de la chaudière. Si les roues motrices ont pour 
rayon R, et si la machine est animée {par minute) de la vitesse 
V, on aura 


et la formule (16) donnera 


' V ___ aR al' 
(20) Gou  ” al al' + ac+0 
Ce rapport prend sa valeur maxima pour l’ = Z}, ou quand la 


machine marche sans détente. Dans ce cas, 


V FER aR al n 
Gou al al+ac+0 


(21) 


et à très-peu près 


laa) Vo aR 
bO « r al 


Cette formule donnera aussi la vitesse maxima que pourra 
prendre une locomotive travaillant sous des pressions don- 
nées, mais peu différentes, dans la chaudière et dans le cy- 
lindre. En prenant la moitjé du résultat, on aura la vitesse 
répondant à la course d'admission très-petite 


| 0. 
U = ce -4 
a 
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Mais la formule (20) donnera, dans tous les cas, la vitesse que 
prendra une machine locomotive, pour des pressions peu dif- 
férentes dans la chaudière et dans le cylindre. 

Si, par exemple, 


= —;, R= 1”, l= 0%,4, 


l'équation (22) donne > 
` = 0,9 environ 
bou 9 ` 

Si lon veut que la vitesse de la locomotive soit.égale à la 


+ 2 - + D œ 
vitesse d’écoulement de la vapeur, il faudra déterminer - par 
a 


la relation 


l al’ + ac +0 
3 PER mm 9 
(2 ) a rR al! 


La valeur minima de ce rapport répond à ļl'= l; ce qui donne 


gx 1 l'altac+0 
2 AT — 
( 4) a rR al . 
et à très-peu près, 
x I 
(25) e 


Si par exemple 
l= 0,4, R=1”, 


la formule précédente donne 


a 1 i 
— = x environ. 
a 


8 
~ Si l’on prend pour limite inférieure de } 
U = è —+- a 
‘ ` a 
l'équation (23) deviendra - 


(26) 


A/R 


9 e . » > a 
qu'on peut prendre pour limite supérieure de $ 
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CALCUL DE LA SECTION DES CONDUITS DE VAPEUR. 


Reprenons l'équation (10). On en tire 





1, n+qP n(P—P') 
sen DRE GP (REP), 
1000 À 
EF hs 


Éliminant au entre cette équation et l'équation (14), pre- 
nant æ = Tp” comme dans cette dernière, on trouve, pour 
déterminer p, l'équation du cinquième degré, 
(27) p—M(y+7))=0, 
dans laquelle on a fait, pour abréger, 
N?a l’ (= ac + B+ T 

al' 


1 nr +qP n(P—P') 
Er re 
q n + qP (2 + qP)(r + qP) 


? 


Comme dans la pratique on n’a pas précisément besoin de 
la racine exacte de l’équation (27), mais bien d’une valeur qui 
lui soit supérieure , il suffira de substituer successivement à la 


place de p, à partir de 
‘/My 

2 ; — n 
(29) P y 5 ? 
des valeurs croissant, d’abord de centimètre en centimètre, 
puis de 5 en 5 millimètres, etc., en s’arrêtant à une valeur de p 
suffisamment approchée, et qui fasse prendre le signe + au 
premier membre de l'équation proposée. Et l’on ne devra pas 
perdre de vue que les logarithmes étant népériens, devront être 
multipliés préalablement par le nombre 


k = 2,302585. 


Nous avons vu (page 215) qu'il existait une charge des pis- 
tons pour laquelle la pression d'admission était très-peu in- 
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férieure à la pression dans la chaudière; il suit de là que le 
rayon du conduit doit être déterminé pour des valeurs très- 
peu différentes de P et de P’, et aussi pour de très-petites va- 
leurs de /’, afin que la quantité de vapeur affluant dans le cy- 
lindre soit suflisante pour maintenir la vitesse de la machine, 
sous toutes les conditions de charge. et de détente qu’on pourra 
Jui imposer. : 

Nous avons supposé, dans ce qui- précède , que l’ oxifies dé- 
coulement, ou, si l’on aime mieux, l'aire de chaque lumière 
dans la boite à vapeur du cylindre moteur, était égale à la 
section du conduit. Si lon veut réduire les frottements, au lieu 
de la relation 


a= np; 
il suffira de prendre 
. ot} ' 
er x =m, 


m étant un nombre choisi convenablement, mais d’ailleurs 
arbitraire. De là on tire . 


(30) CE 


ce qui donne, pour la vitesse de la vapeur, 


LL n + qP n (P — P’) 
Gr = 2g q Sn+qP (n + gP) (ntg) 
1000 1+ 4mh 


laquelle diffère peu de celle qu'on obtiendrait en faisant f, = 0. 
Cela posé, si l’on substitue cette valeur de u dans l'équa- 
tion (14), et qu'on résolve ensuite par rapport à g , on trouve, 
après tous calculs faits, 


(32) a = (0,119) y(1+ 4mh) M 


Enfin, si l’on se donné arbitrairement x, on aura pour dé- 
terminer p la formule 


. j Á gM À 
à r 
70, 62336 — = 


30 
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On déduira sans peine de cette équation la valeur de x si c’est 
p qui est donné. 

Prenons pour exemple la machine de Wolf de la page 237, 
laquelle ne détend pas dans le petit cylindre, et vérifions si les 
conduits, dont le rayon égale 0",028, sont assez larges pour 
maintenir la vitesse normale de cinquante-deux courses par 
minute, avec un dixième d’atmosphère de différence dans la 
chaudière et dans le cylindre. Nous #vons dans ce cas 

V = l = 1%,06, 
r= 0®,17, d'où a=—0"1,0908, 
e = 0™,08,, 
à = 87,75. 
Prenant en même temps 

T P= 3am 6 = 37205*!, 
P'a 3ta 5 = J612, 
n = 0,0001421, 
q = 0,0000000471, 


on trouve d’abord, en négligeant 9, et observant qu'ici 5 = o, 
M = 0,0000567616. 


Ensuite l'équation (27) devient, en forçant un peu les coeffi- 
cients des deux derniers termes, 


g— (0,000000082 ) p — 0,00000001 = 0; 


et l’on reconnaît, après quelques tåtonnements, que la racine 
positive de cette équation est comprise entre 

o®,025 et 0o",0265. 
Donc, si l’on prend 


p = 0®,0265, 


on aura le rayon du conduit par excès, et à 1"",5 près. 
On peut remarquer que le rayon effectif ne surpasse le pré- 
cédent que de 1™™,5. 


Si l'on prend pour rayon du conduit le rayon effectif 


p = 0",028, 
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l'équation (10) donne pour la vitesse d'arrivée de la vapeur 
dans le re 

Quand on n’a pas égard au frottement 

| u = 100", 
Quand on a égard au frottement 
u = 43",25 (38,7 licues à l'heure). 

On voit, par cef exemple, que l'influence du frottement ne 
saurait être negligée dans l'établissement des conduits de va- 
peur. 

Si l'on applique les formules (32) et (30) à la machine qui 
précède, on trouve, pour laire de chaque lumière, dans la 
première boîte à vapeur, en faisant m = 25, 

a = 0"4,00104. 
et pour le rayon du conduit 
p = 0%,033, 

Remarquons que le rapport de la vitesse moyenne NZ du 

piston moteur à la vitesse qui vient d’être calculée est égale à 


I . . Fa " + 
2 Or, pour cette vitesse de 43",25, la quantité de vapeur qui 


afflue dans le cylindre est trop grande pour maintenir la vitesse 
de la machine à 52 courses par minute; par conséquent le ré- 
gulateur devra rétrécir le conduit de manière à produire un 
effet équivalent à celui qui consisterait à diminuer la vitesse 
de la vapeur, de manière à satisfaire à l'équation (16), laquelle 


donne, dans ce cas, 
N{ 1 


6ou 42 
Par conséquent, dans Ja machine qui précède, le régulateur a 
J 1 


N? 
pour effet d’ élever —— Se i à 
Si l'on prend a rayon du conduit 
a p = 0™,0265, 


le rapport de sa section à celle du cylindre a ponr valeur 


} 
= o . 
30 , 
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Les constructeurs adoptent souvent, et à peu près, 


1 
= 9 
25 


I 


10 


. x 
Dans les machines fixes .. — 
a 


.—— 
-— e 


Dans les locomotives.. ... 


. SIR 


Prenons, pour deuxième exemple, la locomotive de la 
page 221. Nous avons, dans ce eas, | 
l= 0,40 » 
c—0",0f{, 
iz o™1,0ģ ; 
À = 4» 5o 
Àdoptant en même temps 
P = 6", 1 — 63043, 
' _— f —— 
I 
5 


N = 212 (environ 10 lieues à l'heure), 


l'— 


[= 0",08, 


on trouve d'abord 
M = 0,000081097. 


Ensuite l'équation (27) devient 
p* — (0,00000012)p — 0,0000060073 = a. 
Nous prendrons pour racine 
p = 0",02562, 
laquelle est approchée, par excès, à moins de o™,00062. A 
Paide de cette valeur, on obtient sans peine 


& 1 o 
-—- Z= — environ. 
a l 


Le rapport de la vitesse moyenne du piston, à la vitesse d’é- 
coulement de Ja vapeur dans le cylindre, a pour valeur 


g 


N? 
s 1, doù u= 4o™,28 (36,25 lieues à l'heure). 


bou — 28,5 ? 
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Le rapport de la vitesse de la machine à la vitesse de la vapeur 


est 


Si la locomotive PA sous les mêmes conditions de 
pression et de détente, marchait à la vitesse de 15 lieues à 
l'heure, ce qui répond à 318 courses du piston par minute, le 
rayon du conduit serait donné par l'équation 

p°— (0,000000262 ) p — 0,000000017 = 0; 


+ 


laquelle étant résolue donne 

e = 0",03. 
Ce résultat est approché, par défaut, à moins de o",0005 près. 
© ‘"Cômharant la section du conduit, dont le rayon a la valeur 
ci-dessus, avec la section du cylindre, on trouve 


= 
= — environ, 
a 14 


. Quant à la vitesse d'écoulement de la vapeur, elle a pour va- 
- “leur, relativement au même rayon de 0,03, 
u —="{4",52 (40,068 lieues XT sil 
On. trouve aussi sans peine De 
| -y I ' 
Dn environ. 
Si par la formule (22) et pour les pressions de atm : r et os 
. on calcule la vitesse maxima de la locomotive qui précède, on 
trouve, en RARE p=0 Hd, a = R p’ == 0"1,002827, 


oR V = 1499", x; ou Late, G à heùre). g + S | 
En abpligusni la .même formule À à trois machines de la ligne 


| du Nord, nous avons été conduit aux résultats suivants: : 


LONGUEUR ` . 
NOS DES MACHINES. - ooa k © RAYON VITESSE MAXIMA 
. du conduit du conduit. par heure. 


, : m m lieues 
Machine Crampton. .... 140 1 0,05 39 
Machine à voyageurs... 83 5,5 0,05 15,7 


Machine à marchandises.. 315 , 2, 0,05 . 13,8 
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DÉPENSE MÉCANIQUE DE LA VAPELR EXPRIMÉE EN FONCTION DE 
LA VITESSE D'ÉCOCLEMENT. 

Si dans l'équation (11) de la page 220 on supprime le 
deuxiéme terme, qu'on y fasse © =o, enfin que l'on combine 
l'équation résultante avec la formule (15) ci-dessus, on trouve, 
en ayant égard aux deux cylindres, 


(34; S—12020/2+9P 7 


COMPARAISON DE DEUX LOCOMOTIVES. 


Nous terminerons cette théorie par le problème suivant : 
Une locomotive étant donnée, en construire une autre ti: 
rant une plus grande charge avec la méme vitesse, et pour 
les mémes pressions dans la chaudière et dans le cylindre. 
Résolvant l'équation (20) par rapport à V, il vient 
zR’ al” 
Yy —— 60 i akain a — 
Fat ar + ac + 6 
Pour une seconde locomotive, on aura pareillement 


ATEN PE a a ts i 
a,l, al 4 ac, + 9, 


Maintenant, si l’on vent que les vitesses soient égales, il suf- 
fira de poser 


| 1° u u d'où p VE) à, 
e | $ = k, pı = — — + 
a A 


(35 im AMER, o nE 

Ai a,l al” A R, a R’ 
l, a,l, _ al ac,+6, _ac+6 
\ al, al’ al ` al 


Soient F et F, les efforts moyens de traction des deux ma- 
chines. On aura, en nommant & la pression derrière le piston 
(page 221), 


p= (2a al” (= ac + 9 > al+ ac +$ 
+R HT al Li al al + ac + 0 
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_a2ail, fn A Tat; ail, ac;+06, reed | 
diet T ( +P) [e T 5 l jä al, 8 a,l +aici +0, 
2 al (z . ) 
— - — |- +o]; 
de là on tire, à l’aide des relations ci-dessus, 
(36) 


Pareillement, on aura, entre les vaporisations des deux ma- 
chines en un même temps, 


(37) =r 


Proposons-nous, par exemple, de calculer les dimensions 
des organes moteurs d'une machine devant marcher à la 
méme vitesse que la machine Crampton n° 140 de la ligne 
du Nord, mais avec une charge plus grande d’un tiers. 


DIMENSIONS DES ORGANES MOTEURS DE LA MACHINE CRAMPTON N° 440. 


Course du piston. ....... sitio ..» =0",48, 
Rayon du cylindre......... des co. F = 0,21, 
Rayon des roues motrices.......,.,..... Ræ 1,10, 
Liberté du cylindre............,.:, ss. © —0",015, 
Longueur du conduit de vapeur. .... .... À = 1™ environ, 
Rayon du conduit de vapeur............ p = 0",05, 


Aire de la lumière dans la boîte à vapeur.. e a = 19,015. 
En vertu de l'équation (36), nous avons d’abord 
— = 3 d'où «, = 0",02. 
* x 3 


Prenant 


la première des équations (35) donne 


‘ 
p, = 0,056. 
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Adoptant pour rayon des roues motrices, 
R,=0",90, 
on obtient, par la deuxième des équations (35), 
a, l = 0"°,10834. 
Si l’on prend, par exemple, 
i —0%,55, 
la section a, prend la valeur 
a, = 0,197; 
d'où l’on tire 
n= 0",25. 


En vertu de la troisième des équations citées, 


Enfin on satis£era à la dernière des équations (35) en posant 


I 9, G 
32 al al 


Mais 9, = g, X, 0— a en nommant À,, et X les longueurs 
des axes des conduits aboutissants , par suite 
' l 
T = 1,222. 
Le problème est donc entièrement résolu. 
Ainsi se trouve rendue à peu près complète la théorie ma- 


thématique de la machine à vapeur (*). | 





. a 
(*) La théorie qui précède, relative au mouvement de la vapeur, est extraite 
d'un Mémoire que nous avons présenté à l’Académie des Sciences le 12 avril 1858, 


te 0 0-0 amm- 
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ROUES HYDRAULIQUES DONT L'AXE EST HORIZONTAL. 


109. Les roues hydrauliques sont destinées à utiliser la force 
motrice de l’eau. Elles se composent en général d'un cylindre 
ou tambour de peu de longueur par rapport au diamètre; ce 
tambour est terminé par deux bases circulaires appelées cou- 
ronnes, À la surface du cylindre sont adaptées des aubes planes 
ou courbes, destinées à recevoir l’action de l’eau. Ces aubes 
sont remplacées, dans cértaïns cas, par des vases ou augets, qui 
s’emplissent de liquide, dont le poids fait tourner la roue, ou 
que celle-ci doit élever à une certaine hauteur. L'axe des roues 
hydrauliques est généralement horizontal, Il est vertical dans 
certaines roues à grande vitesse, comme les turbines. | 


ROUES A PALETTES PLANES. 


Ces roues sont à palettes planes ou courbes. Elles reçoi- 
vent l’eau sur leurs aubes les plus basses. Quand la roue est à 
palettes planes (fig. 193), la vanne, ordinairement verticale, 

Fig. 193. | est placée à une cer- 
taine distance des 
aubes, et sa largeur 
est presque tou- 
jours égale à celle 
du coursier. Les pa- 
_— lettes ont générale- 
[7 ment de 0",30 à 
TO 0,40 de longueur. 
| dans le sens du 





+. rayon; leur écarte- 


nf 


NA \ (AT 


| SERRE ment, mesuré sur 
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la circonférence extérieure, est à peu près égal à leur longueur; 
leur largeur, mesurée dans le sens de l'axe, ne diffère de la 
largeur du coursier que de quelques centimètres. Quelque- 
fois les aubes sont inclinées, vers l’amont, sur le prolongement 
du rayon, d’un angle d'environ 25 degrés. 

Un coursier ordinairement rectiligne emboîte inférieurement 
les aubes , et ne laisse à la roue sur les joues et le fond du cour- 
sier qu'un jeu de 1 à 2 centimètres. La pente du coursier 


Š I, I 
varie de — à =. 


15 8 
L'épaisseur de la lame d'eau qui s’établirait dans le cour- 


3 
de la longueur des aubes estimée dans le sens du rayon. 


. . ’ < . ’ e I I 
sier, si la roue n’y était pas, doit égaler environ le :- ou le 7 


ROUE PONCELET. 


Les roues à aubes courbes (fig. 194) ont été imaginées par 

Fig. 194. M. Poncelet. Elles reçoivent 
l’eau par une vanne incli- 
née ; la roue tourne dans un 
coursier qui ne laisse que 
1 centimètre de jeu pour les 
roues en fonte, et 2 pour 
celle s en bois, plus sujettes 
à se déformer; elles portent 





des parois latérales destinées 
à retenir l’eau. 

Le coursier se termine par un ressaut brusque, afin de faci- 
liter le dégorgement des aubes, car l’eau en sort avec une 
vitesse à peu près nulle. Les aubes sont assemblées entre deux 
couronnes annulaires dont la distance, dans le sens du rayon, 
1 
4 


qu'on le verra plus loin. Les aubes sont circulaires et leur 


doit être au moins égale au +de la hauteur de la chute, ainsi 


inclinaison sur la circonférence extérieure est ordinairement 
de 30 degrés environ. Voici comment on en fait le tracé. Par un 
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point m, on mène une tangente ma, puis au point m on fait, 
un angle amb = 30 degrés; on élève mc perpendiculairement 
sur mb, et l’on prend le point c, pour centre de l’aube me. 

Les aubes sont ordinairement en tôle de fer de 4 à 6 milli- 
` mètres d'épaisseur ; le nombre en est ordinairement de 36 pour 
les roues de 3 à 4 mètres de diamètre, et de 48 pour les roues 
de 6 à 7 mètres de diamètre. 


ROUES DE COTÉ. 


Les roues de côté (fig. 195 et 196) sont des roues à palettes 

Fig. 195. ~ planes qui reçoivent l’eau à la 
hauteur de l'axe, soit par une 
vanne, soit par un déversoir. 
Elles sont emboitées dans un 
coursier dont le jeu, tant sur les 
côtés que sur la circonférence, 
doit être de 1 à 2 centimètres 
au plus. D’après cette disposi- 





tion, on voit que le liquide doit prendre sensiblement la vitesse 


. Fig. 196. 


VS 
RANK 






NX N 


x N v 
NN 


mt 
re 


de la roue, vitesse qui peut aller jusqu'à 2 mètres par seconde. 


ROUES EN DESSUS. ` 


Ces roues (fig. 197) reçoivent l’eau à leur partie supérieure, 
soit dans des augets, soit sur des aubes renfermées dans un 
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coursier ; dans l'un et l’autre cas, le liquide agit par son poids. 





L'usage des augets pa- 
rait convenir, lorsque 
la hauteur de chute 
étant très-grande, la 
quantité d’eau est peu ` 
considérable; l'usage 
des aubes est préféra- 
ble dans le cas con- 
traire. La roue à ay- 
gets doit tourner assez 
lentement pour que 
la force centrifuge ne 
fasse pas sortir trop 
tôt l’eau des”augets; 
on conçoit que la vi- 
tesse doit être telle, 
que le liquide reste 


dans la roue le plus longtemps possible. 


LA ROTATION DE LA ROUE FAIT PRENDRE A L'EAU DE. L'AUGET 
LA FORME CYLINDRIQUE. 


110. Soit a (fig. 198) une molécule d’eau prise à la surface 


Fig. 198. 


ab = m w, 0-a, 


d’où lon tire 


dans lauget; cette molécule est 
sollicitée par deux forces dirigées 
suivant ab'et ac; l’une ab de ces 
forces. est la force centrifuge, la 
- deuxième est le poids de Ja molé- - 
| cule;.m'étant la masse de celle-ci, ` 
l'on aura, en nommant w la vitesse ` 
angulaire de rotation autour de 


ac = m2; 


+ 
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Ayant construit le parallélogramme abcd, la résultante ad 
de ces deux forces viendra rencontrer en O’ la verticale OO’ 
menée par le centre O de la roue. Mais les triangles acd, O'Oa 
étant semblables, donnent la relation 


ab o . 
comparant les deux valeurs du rapport — , il vient 
. : 2 ac 
(1) _ 00=> 


Or, pour l'équilibre de l’eau dans l’auget, il faut que toutes 
les forces telles que ad soient normales à la surface; d’ailleurs 
ces normales viennent toutes passer par un même point O’; 
done cette surface est un cylindre dont l'axe, parallèle à celui 
de la roue, passe par le point O’ déterminé comme ci-dessus. 


LIMITE DU NOMBRE DE TOURS DE LA ROUE A AUGETS. 


Posons, pour abréger, OO’= h; l'équation précédente don- 
nera, en la résolvant par rapport à w, 


ae 
nn V# 
. N + . ps > 
Mais ù = 5> » en désignant par N le nombre de tours par mi- 


nute; par suite, 


30 /g 
nec Va 


Or plus h sera grand, plus l’eau s’approchera dans l’auget de 
Fhorizontalité; par conséquent , si l’on pose 
h> mR, 
m étant un nombre choisi convenablement, mais d’ailleurs 
arbitraire, et qu’on remplace ensuite % par mR , on aura 
30 g 
ES md 
T mR 


N< 


qu'on peut prendre pour la limite cherchée. 
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Si par exemple on prend R = 3", m = 10, il vient 


N < 3,1. 


TRACÉ DES AUGETS D'UNE ROUE. 


Ayant choisi arbitrairement le rayon de la circonférence 
extérieure de la jante de la roue, on partage cette circonfé- 
rence entre un nombre entier z de parties égales telles, qu’elles 
soient comprises entre 0",30 et 0",40; on a ainsi la distance 
de deux augets. Soit ab (fig. 199) l’une de ces divisions; on 

Fig. 199. choisit ensuite l'épaisseur de la 
jante, de telle sorte qu'on ait 


on joint le point a avec le milieu 
m de bb’, et l'on prend la ligne 
brisée amb’ pour le demi-profil de 





l'auget. 

Quelquefois on arrondit légè- 
rement les angles, ainsi qu’on le voit en rsgt. Cette dernière 
disposition est adoptée dans les grandes roues en fer, afin de 
ne pas s'exposer à rompre, en les ployant, les feuilles de tôle 
qui servent à la construction des augets. 


CALCUL DU RAYON DE LA CIRCONFÉRENCE INTÉRIEURE DE LA JANTE. 
Posons, pour abréger, 
Oa=R, O«'=r; 


nous connaissons R ainsi que le nombre n des augets, et nous 
nous proposons de déterminer r. Pour cela, nous avons 


n.a' b = anr, a'b =z (R— r); 
de là on tire 
3nR 
(2) 


ja 3n +- 5r 


Si, par exemple, on suppose R = 4"; comme l'intervalle entre 
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deux augets doit être compris entre o™,3o et o",40, on aura 


2rR 2rR 
Fer > 0,30, Sr" < o™,ģo, 


et, par suite, 


n `> 62,8, n < 83,7. 
Prenant n = 70, la formule (2) donne 


ra grga 


* CAPACITÉ DES AUGETS. 


Concevons un auget dans la position où il reçoit l'eau de 
la source; si par le bord le moins ¿levé on mène un plan hori- 
zontal, ce plan marquera la limite de l’eau dans l’auget, abs- 
traction faite de l'influence de la force centrifuge. En divisant 
le volume de l’auget par l'aire de son profil ainsi limité, on 
aura la largeur de l’auget dans le sens de l'axe. Soit p ce vo- 
lume, et proposons-nous de déterminer la largeur de l'auget 
sous la condition que sa capacité soit dans un rapport donné 
avec la quantité d'eau qu'il doit recevoir, Pour cela, nommons 
n le nombre des augets, et N le nombre de tours que la roue doit 


: | 60 
faire en une minute. La durée d’un tour de roue sera N se- 


condes; et comme dans cet intervalle il passe n augets devant 
60 
l Nr 
Soit Q la dépense de l'orifice par seconde; la quantité g de 
liquide qui entrera dans l’auget, sera 


6o 
(3) =t 


lorifice d'écoulement, le passage d’un seul durera — secondes. 


Mais, d’après l'énoncé, on doit avoir 


remplaçant q par sa valeur 


(4) dr ee Le 
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Supposant par exemple 


N=4, r=, Q=— IMC, e= 02, 
on, trouve 
v == 06, 4286. 

La formule (4) pourra servir également à mesurer la quan- 
tité d'eau que reçoit chaque auget d’une roue établie. Pour 
cela, il sufira d'observer le nombre N de tours par minute, de 
compter le nombre n des augets, et de déterminer la dépense 


Q par l’une des formules données à la fin de la leçon XXVII. 


PRINCIPE GÉNÉRAL DU MAXIMUM D'EFFET DANS LES ROUES 
| HYDRAULIQUES. | 

1114. Soit À la hauteur verticale de la chute comptée jusqu'à 
l'endroit où l’eau commence à frapper l'aube; soit aussi 4’ la 
hauteur verticale pendant laquelle le liquide agit sur l'aube; 
V étant la vitesse de l’eau en arrivant sur la roue, w la vitesse 
à sa sortie, u la vitesse perdue par l'effet du choc, P le poids 
de l’eau qui agit sur l’aube, on aura, en vertu du théorème de 
Carnot, 


1 1 . 
Ta— T,= z Im (w — V) +z zme. ' ` 


Mais ici les quantités V, w, u sont à très-peu près les mêmes, 
respectivement, pour toutes les molécules liquides; donc l’é- 
quation ci-dessus peut s'écrire 


I I 
Ta — T,= (at — V5) Em wim, 
2 EE 
et plus simplement encore, s 
r I f3? | ” g I ` 
Ta — T, = - (e + w) Em NVE. 
- 2 À 


Résolvant cette équation par rapport à T,, il vient 


; 1 
T,= let bh Viim — = (a? + w?) Sm. 
. 2 ) b 
Mais 


. 
- 
3 


TEPA: Vs in 


LCR Ba 
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„par Fon séquent 


Ds T, SPH + PA -— hE w), 


+ . =. 


Posant, pour K E RN h i h= H) o on obtient enfin pour le 
~ travail transmis à la roue, et cela quelle que soit la forme de 
celle-ci, 


(1) T,= PH -E2 (e a). 


Nous ferons remarquer que cette formule repose sur des hypo- 
thèses qui ne se réalisent qu'’impapfaitement dans la pratique. 
Il s'ensuit que, pour avoir le travail effectif, il faudra multi- 
plier le travail théorique par un coefficient qui se déterminera 
par l'expérience. 

Si l’on prend pour P le poids de l’eau qui sort de la vanne 
en une seconde, on aura, par la formule ci-dessus, le travail 
transmis à cette roue par cette quantité d’eau. On diviserapar 
95 pour avoir la force en, chevaux. 

On voit par la formule (1) que le travail transmis au récep- 
teur sera d’autant plus grand que le deuxième terme sera 
moindre. La valeur maxima de T, répondra donc au cas où 
l’on aura 

= 0; w==0, 


Par conséquent , pour produire le maximum d'effet, l'eau doit 
arriver sans choc sur la roue et en sortir sans vitesse. C'est à 
remplir cette condition que doivent tendre les coristructeurs 
de roues hydrauliques. 


CALCUL DU TRAVAIL DANS LES ROUES A PALETTES PLANES 
EN GÉNÉRAL. 


112. Soit a langle que la direction de la vitesse V de l'eau 
au moment où elle frappe l’aube fait avec la direction de la vi- 
tesse v de la roue (fig. 195). Comme le liquide en sortant de 
la roue possède à très-peu près la vitesse de celle-ci , on aura 


w=; 


31 


482 > VINGT-NEUVIÈME LECON. 


en même temps la valeur de u sera 
(1) w= V o’ — 2 Vy cosa. 


Substituant cette valeur dans la formule (1) du numéro pré- 
cédent, on trouve 


(2) T,= P (H — A) +Ë e(Veosa —o). 


VITESSE DU MAXIMUM D'EFFET. 
Si l’on résout cette équation par rapport à v, il vient 
v= = V cosa VA +g(H— 4) + T,. 
2 4 P 
Mais on doit avoir 
p IG V cosa +g(H = h), 


afin que V soit une quantité réelle; donc la valeur maxima de 
T, sera 


ı P 
T,= = - V'cosa+P(H—}).: 
: Z% ( ) 


En même temps la valeur de v se réduit à 
i 
(3) "=; V cosa. 


Si dans la valeur maxima de T,on remplace V par sa valeur 
V= 2 gh, on obtient simplement 


(4) T,= PH — = P4 (1+ sine). 


Nous avons supposé, dans ce qui précède, que V était connu. 
Si c'est v qu’on se donne, on aura d’abord, en substituant la 
valeur (1) de u? dans la formule (1) du numéro précédent, - 


n ' 
T,= PH -> UV 2 — 2 Vocos a). 


Posant ensuite 
V? — 2 Vp cosa -+ 2 = m, 
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et résolvant par rapport à V, on trouve 


V =p cosa + VA cosa 4 m — avi: 
delà on conclut que la moindre valeur de m sera 
m = 20 v’ cos? a — o’ (1-4 sin? a); 
par suite, la valeur de V devient 
(5) | V = v cosa. 


Substituant dans l'expression précédente du travail, on trouve 
pour la valeur maxima de T,, 


(6) Te PRE (+ sine). 


On.voit par les formules {4} et (6) que la valeur de T, sera 
d'autant plus grande que l’angle œ sera plus petit; la direc- 
tion la plus favorable à donner à la lame d’eau répondra donc 
au cas de æ = 0. Il faudra donc faire arriver le liquide dans 
une direction normale à la palette; alors la vitesse, et le tra- 
vail maximum, deviendront 


î 
r=- V, 
2 


(7) 


si la vitesse de l’eau est donnée; et 


LE CT 


8 
( ) T= iis, - 


D 


si c’est la vitesse v de la roue qui soit donnée. 


Enfin la deuxième des formules (3) montre que T, sera d'au- 
tant plus grand que 2 sera moindre. Donc, pour la méme hau- 
teur H de chute, les roues en dessus sont plus favorables que 
des autres. | 

31. 
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point milieu d’un auget; d’ailleurs la face qui reçoit le choc 
du liquide étant plane, la formule générale (2) convient aussi 
à cette espèce de roues. 

Des expériences de M. Morin, faites en 1828, sur une 
grande roue à augets en fer, de 10 mètres environ de diamètre, 
établie à Guebviller (Haut-Rhin), et en 1834 et 1835 sur des 
roues de 3™, 425, 2",28, 2", 74 de diamètre, ont montré que 
le terme P (H—}) devait être affecté du coefficient o™, 78; 
de sorte que la formule qui donne T, devient, en supposant 
a= 0; 


(17) T-= (0,78) P (H — 4) + Žo (V — o): 


Dans les roues à augets qui prennent l'eau à la hauteur de 
l'axe, le coefficient pratique se réduit à 0,60. 

_La vitesse à Ja circonférence doit être environ de 1 mètre par 
seconde. Pour une roue de 10 mètres de diamètre, elle pourrait 
être réduite à o™, 6o. 


NOTIONS SUR LES MOUVEMENTS RELATIFS. 


113. On sait que le mouvement relatif d'un corps est le 
mouvement de ce corps tel qu’on l’observe étant placé sur un 
deuxième corps regardé comme fixe. 

La vitesse relative du premier mobile est la vitesse telle 
qu'on l'observe du second. 

Si le premier mobile est en repos, l'observateur lui attri- 
bue”un mouvemént égal et contraire à celui dont lui-même est 
animé. 


é dù : drt e., + ES ~ =. 


Il est évident que Je mouvement, relatif. de deax. corps nè 
sera pas changé si on'leur imprime un‘'mouvement commun. 
` On prend ordinairement ce mouvement commun égal et 
contraire à celui de lan des deux mobiles , lequel se-trouve: 
. ainsi réduit au repos. L'autre mobile se meut alors autour de 
. . celui-ci, en vertu de deux mouvements;.l’un de ces mouve- - 
ments est le sien propre, l’autre est égal etcontraire à celui du > 
mobile dr GS ns A 
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DÉTERMINATION DE LA VITESSE RELATIVE DE DEUX POINTS. 


Soient A et A' (fig. 200) deux mobiles animés, le premier 
de la vitesse AB — V, le deuxième de la vitesse AC’ = V’; si 
Fig. 200. je veux trouver la vitesse re- 

e lative du mobile A par rap- 
dl: port à A’, j'imprime aux 


-v Fi weg 27% : deux mobiles un mouvement 
w Ç >” 
far Ci 


commun égal et contraire à 
celui du mobile A’: de la 

F sorte le point A’ sera ré- 
duitau repos, tandis que le point A sera animé des vitesses 
simultanées AB = V, AC = — V'. Composant ces deux der- 
nières vitesses par la règle du parallélogramme des vitesses , la 
vitesse résultante AD — W sera la vitesse relative du mobile 
A, c'est-à-dire la vitesse du point A telle que l’observerait du 





point A’ un spectateur qui participerait au mouvement de ce 
dernier point. Donc pour obtenir la vitesse de deux points, 
il faut composer la vitesse absolue de l'un d'eux, avec une 
vitesse égale et contraire à la vitesse absolue de l’autre. 

Réciproquement, si l’on compose la vitesse absolue AB du 
point À , avec une vitesse AF égale et contraire à la vitesse 
relative AD, on aura la vitesse absolue AE du point A'. De 
même si l’on compose la vitesse relative AD du point À, avec 
une vitesse ÀE égale en grandeur et en direction à la vitesse 
“absolue du point A’, on aura la vitesse absolue AB du point 
A, La figure ci-dessus met en évidence ces deux dernières pro- 
posilions. g ' 

Ainsi, par exemple, la vitesse relative de deux trains de 
chemins de fer est égale à la somme ou à la différence de leurs 
vitesses absolües, suivant qu'ils marchent en sens inverse ou 
dans le même sens. | 


THÉORIE DE LA ROUE PONCELET; FORMULES PRATIQUES. 


© 114. Soient V la vitesse de l’eau au moment où elle arrive sur 
l'aube. et v la vitesse de l'aube; la vitesse relative de l'eau’ par 
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rapport à l'aube regardée comme fixe sera 
V— ». 


En vertu de cette vitesse relative, le liquide s’élévera dans 

l'aube jusqu'à une hauteur verticale A telle, qu'on aura 
26 
A ce moment la vitesse relative de l'eau sera nulle; puis elle 
redescendra en vertu de son propre poids, et reprendra succes- 
sivement les vitesses que la pesanteur lui a fait perdre. Enfin 
le liquide sortira de l'aube avec la méme vitesse relative qu'en 
yentrant; mais cette vitesse sera dirigée eń sens contraire ? elle 
aura donc pour valeur 
— (V — 9). 

Composant cette vitesse relative avec la vitesse absolue v de 
l'aube, on aura la vitesse absolue W de l'eau sortant de l'aube, 
savoir 


(2) W=o—{(V—v) = 2v—V. 


Si l’on substitue cette valeur de W dans l'équation (1) du 
n° 411, on trouve 


T,= PH sil + (2v—v> |: 
25 


Mais dans la roue Poncelet l’eau arrive sans choc, puisque le 
liquide entre dans les aubes tangentiellement, du moins à très- 
peu près; donc 


Ep, 
et par suite 
PN 1 P f 


Développant le carré, et remplaçant ensuite V? par sa valeur, 
V? = 2 gH, on trouve 


. P 
Á T,=2-v{(V — v). 
(4) F ( ) 


Si lon compare cette valeur avec celle de T, donnée par la 
e 
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formule (9) du n° 1142 ,on voit que, ‘toutes choses égales. la 
roue Poncelet utilise FRE fois plus de travail que la roue à 
palettes planes et en dessous. 

La formule (3) fait voir que si l'on règle + résistance de 
manière à faire prendre à la circonférence extérieure de la 
roue une vitesse 


(5) ==, 


T, acquerra sa valeur maxima , savoir 

(6) ' T, = PH. 

D'où il suit que /a roue Poncelet utilise toute la force théori- 
que de la chute, lorsqu'on fait prendre à la circonférence 
extérieure du récepteur une vitesse égale à la moitié de la 
vitesse de l'eau sortant de la vanne. 


# “ ` | I 3 
Ce résultat remarquable tient à ce que pour v = : V, l’eau 


sort de la roue sans vitesse, ainsi qu’on le voit par la for- 
mule (2). 

Si dans l'équation (1) on remplace v par sa valeur (5), il 
vient 


gg: À 
Mais 

V= 2gH; 
donc 
(7) | h= 


Par conséquent la hauteur des aubes, mesurée sur la verticale 
du centre de la roue, doit étre au moins égale au quart de la 
hauteur de la chute. 


Il résulte de l'expérience que la vitesse du maximum d'eflet 
n’est pas précisément 


mais moyennement 


(8) š e = (ọ,55) V 
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_Jame liquide font avec le plan de la palette; enfin j'appelle V 

la vitesse de l’eau au moment où elle frappe la palette, et v la 
| vitesse que prend la roue lorsque le mouvement uniforme est 
établi. Si l'on décompose les vitesses V et v suivant les lignes 
ON, OP, on sera conduit aux résultats suivants : 


Vitesse de l'eau suivant OP.......,. =V cos $. 


Vitesse de l’eau suivant ON.:..... . =V sin 8. 





Vitesse de la roue suivant OP......, = — v cos a. 


Vitesse de la roue suivant ON.. er = PSin g. 


Si, par les règles données au commencement du n° 143, on 
cherche les composantes de la vitesse relative del’ eau, estimécs 
suivant OP, ON, on trouve ; 


Vitesse relative de l'eau suivant OP.... — V cos B + v cos x. 


Vitesse relative de l’eau suivant ON....— V sin B — v sin g. 


Mais il est évident que la vitesse relative de l’eau normale 
à la palette est détruite par la résistance de celle-ci, on aura 
donc | 


(1) . u= V sin 8 — vsin a. 


Remarquons maintenant que pour avoir la vitesse absolue de 

l'eau il faut composer sa vitesse relative V, (fig. 202) avec la 

Fig. 202. vitesse absolue de la roue prise suivant sa 
direction, ce qui donne 


OENE a) W =P + Vi — 2 Ve cosa; 


+ .… 0% 1° PRES SE 


. 
mals- 
2i -e “, 
Ww s. ., . — rt ue epe. sÀ ste mu ra a ‘re . … 


(3) - | V, =E Vecos p Eros. 





Substituant dans (2) et réduisant, ON trouve 53 onoo 
(4) | Wa == Va cost EE vsin à % + i i Gae s 
D'un autre côté on tire de la formule (1) | 

uw = V’ sin? B + Psin’ — 2 Vo sin $ sin a; 
par suite 


i S w + We =V? — 2esin a (V sin P — esina) etu n. 
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Substiluant cette valeur dans la valeur éi-dessus de T,, où . 


trouve 


T-= PH — $ È [V — 2v sin a (V sin B — vsin «)]. 


(5) 
Mais on a; à très-peu près, V? = 2 g H, car la hauteur verti- 
cale de la palette est très-petite par rapport à H; par consé- 
quent 


(6) T, = 2 osin x(V sin B — v sing). 
5 


Dans cette formule, il faut prendre pour v la vitesse du 
centre de la palette, car on peut regarder l'action de la veine 
liquide comme étant concentrée en ce point. Rigoureusement 
parlant, c’est au centre de la palette que doit se rapporter le 
raisonnement qui précède, 


VITESSE DU MAXIMUM D'EFFET. ' 


Si l’on résout l'équation (6) par rapport à v, on trouve 


ALL „Sin? 
emir y r E ET, 
sin g 7" Es a Psin’a 


Pour que T, soit un maximum, il faut qu'on ait 








in? 
g lysin p 


'Psinng 4 sima 





d'où l’on tire 


(7) | T,=; ŠV’ sin? f 


La vitesse de la roue devient alors 


(8) à i —!ys8, 


2 Mega 





On peut remarquer que la valeur de T, sera d'autant plus 
grande que l'angle B sera lui-même plus grand. H faudra 
donc, autant que possible, diriger les filets d'eau normalement 
à la palette. 

L'équation (8) fait voir à son tour que le degré d’inclinaison 
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de la palette sur l'horizon n'influe que sur la vitesse de la 
roue. On voit que cette vitesse sera d'autant plus grande que 
l’inclinaison de la palette sur l'horizon sera plus petite. 

La formule (6) fait voir que la valeur de T, sera d'autant plus 
grande que la vitesse V de l’eau, au moment où elle frappe la 
palette, sera elle-même plus grande. 


INCLINAISON LA PLUS FAVORABLE DES PALETTES. 


Si Fon résout l'équation (6) par rapport à sin g, on trouve 


La valeur maxima de T, aura donc pour valeur 
1 P 
T,= > — V’ siw ĝ; 
(9) | Z B; 
laquelle coïncide avec (7). 
L'angle æ sera donné ensuite par l'équatior 


; EN 
(10) sina => z sin p. 


Etant données la vitesse V de l'eau, celle de v de la roue, 
l'angle 6 de chute, l'équation (10) fera connaitre l’inclinaison 
des palettes sur l’horizon pour laquelle le travail transmis à la 
roue sera le plus grand possible: 


FORMULES PRATIQUES POUR LES ROUES A PALETTES INCLINÉES. 


Des expériences faites en 1820, sur une des roues du moulin 
des Minimes, à Toulouse, par MM. Tardy et Piobert, ont 
établi que le coefficient pratique des formules qui précèdent 
varie de 0,70 à 0,75. En adoptant 0,70, la formule générale 


(6) devient 
(11) T-= (0,70) vsin a (V sin B — sin a), 


ct la formule (7), qui répond au maximum d'eflet, 


(12) T, = (0,175) Ë Vin p. 
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THÉORIE DE LA TURBINE BURDIN; FORMULES PRATIQUES. 


116. La turbine Burdin a été imaginée en 1824; l'inventeur 
s’est proposé de faire arriver l'eau dans la roue sans choc et de 
la faire sortir sans vitesse. 

La hauteur de la chute est divisée en deux parties égales 
(fig. 203). La partie supérieure est occupée par le réservoir R, 

Fig. 203. la partie inférieure par la roue. Le réser- 






voir est un cylindre RR à axe vertical, 





Il 


ouvert à sa partie supérieure. Il plonge 





dans la rivière qui doit alimenter la roue. 


“al 





S 
l 


Le récepteur consiste en un tambour €, 
dont laxe traverse le réservoir, ct qui 
sl | tourne inférieurement dans une crapau- 
sé us os * dine. La roue fait corps avec son axe, et 
e ~ le fait tourner sur lui-mème. Au-dessus 
du tambour se trouve une bâche xzyu, percée de conduits qui 
débouchent inférieurement en B et C, et tangentiellement à la 
circonférence que ces points décrivent. La rotation de la roue 
est produite par la réaction due à l'écoulement du liquide; il est 
évident que cette rotation doit se faire en sens inverse du mou- 
vement de l’eau. Aux points A et A’, le réservoir est percé de 
trous portant des conduits qui font sortir l’eau tangentiellement 
à la circonférence et dans le sens du mouvement de la roue. Si 
l’on nomme w la vitesse angulaire de rotation de celle-ci, et 
qu'on pose a P =r, la vitesse du point a de la bâche sera wr; 
alors pour éviter le choc de l’eau on posera 


V=uwr, d'où w—=-» 
r 


V étant la vitesse de l’eau au point a. De la sorte, la vitesse 
relative de l’eau, entrant dans la bâche de la roue, sera nulle, 
et il n'y aura pas de choc. Ainsi dans la turbine Burdin 

(1) | u= o. 


Remarquons maintenant que l’eau, en circulant dans les con- 
duits de la roue, acquerra dans sa chute une vitesse égale à V, 
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: + ~de plus cette vitesse sera dirigée en sens compaire du mouyen. 
ment de la roue. D'un autre côté, le liquide possède la vitesse. 
de Ja roue; par conséquent si l’on place les conduits de sortie ` 
de manière qu'on ait r,=r, r, étant la distance à l'axe du 
point par où l’eau s'échappe, on aura 


Væor; 


l'eau possédera donc une vitesse V dirigée en sens contraire 
du mouvement de la roue, et il en résultera que sa vitesse 
absolue de sortie sera nulle. On aura donc 
(2) w= 0, 
Au moyen des valeurs précédentes de u et de w, l'équation (1) 
du n°411 devient 
(3) T, = PH. 

D'après M. Burdin ( Annales des Mines, 2° série, p. 517), 
le coefficient pratique de la formule précédente s'élève à 0,75; 
par conséquent la formule à employer dans la pratique sera 


(4) Tn = (0,75) PH. 


THÉORIE DE LA TURBINE FOURNEYRON; FORMULES PRATIQUES. 


417. Concevons une roue à aubes courbes, telle que la roue 
de M. Poncelet (fig. 204 et 205), mais dont l'axe soit vertical. 


Fig. 204. 
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La paroi cylindrique à laquelle sont adaptées les aubes, porte de 
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larges ouvertures verticales par où l’eau sort de l’intérieur de 

la roue pour frapper les aubes ( fig. 204). Afin de donner à 

l'eau une direction à peu près tangente à la circonférence de 

la roue et normale aux aubes, on la reçoit dans un cylindre 

ou tonneau emboîté dans l'intérieur de la roue et plus élevé 

qu'elle. Dans ce cylindre qui reste fixe pendant la rotation de 

la roue, se trouvent des cloisons courbes à peu près tangentes 

à sa circonférence. À l'intervalle entre deux cloisons consé- 
cutives correspond, sur la surface latérale du cylindre, une 
ouverture par où l'eau sort tangentiellement à sa circonférence, 

et dans une direction à peu près normale aux aubes de la roue. 

La pression de l’eau sur les aubes fait tourner la roue. Les 
cloisons du tonneau ont une hauteur à peu près double de celle 

de la roue; au-dessus le tonneau s’élargit, formant une espèce 
de réservoir. 

La roue repose sur une calotte sphérique en métal, dont 
le fond est fixé à l'axe de la roue. Cet axe se termine par un 
pivot qui tourne dans une crapaudine. Le réservoir est ouvert 
à sa partie supérieure par laquelle il reçoit l’eau. Il peut être 
entièrement plongé dans le liquide; alors le canal aura un lit 
artificiel au-dessous duquel se trouvera la roue. 

Les cloisons courbes pratiquées dans le tonneau ont reçu le 
nom de directrices, parce qu’en effet elles dirigent l’eau sur 
les aubes. Il n’est pas nécessaire que toutes ces cloisons partent, 
d’un noyau intérieur; elles peuvent s'en approcher plus ou 
moins; il suflit qu’elles aboutissent aux ouvertures latérales 
par lesquelles l’eau sort du tonneau. Pour amener plus ou 
moins d’eau sur les aubes, on se sert. d’un manchon ou cy- 
lindre qui entre dans le tonneau, et qui bouche ses ouvertures 
jusqu'à telle profondeur qu’on veut. 

Un des grands avantages de cette turbine, c'est que l’eau 
entre de toutes parts et agit sur toutes les aubes à la fois. La 
roue ne supporte pas une haute colonne d'eau comme dans la 
turbine Burdin , et par conséquent n'a pas un poids trop con- 
sidérable, L’orifice du tonneau peut être entièrement noyé, ce 
qui permet à Ja roué de marcher mème dans les temps de 

32 
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fortes gelées ou de grandes crues d’eau, où les autres roues 
hydrauliques cessent de marcher. | 
Il y a certaines de ces turbines qui font jusqu’à 2300 tours 
par minute. 
* Soient | 
T, le travail transmis à la roue pendant l’action de l’eau sur 
une aube , | 
V la vitesse de l’eau au sortir des courbes directrices, 
H la hauteur de la chute comptée jusqu'à la face inférieure 
de la roue, - 
V, la vitesse relative de l’eau à son entrée dans les aubes, 
V,sa vitesse relative à la sortie, 
w la vitesse angulaire de rotation, 
r, la distance à l'axe de la roue du premier élément superfi- 
ciel d’une aube, 
ri la distance à l'axe du dernier élément, 
r la distance à l'axe d’une molécule liquide quelconque pen- 
dant que l’eau agit sur l’aube, 
P le poids de l’eau agissant sur une aube. 
En vertu de la formule (1) du n° #11, on aura 


P 
T, = PH — — (a+ w’), 


w étant toujours la vitesse de l’eau à la sortie de la roue, et u 

Fig. 205. la vitesse perdue par le choc. 
+ Si Fon compose la vitesse V 
/ de l'éau (fig. 205), avec la 
vitesse de la roue, prise en 


` 21 net y sens contraire de sa direc- 


D — me ne E come ce om 
S 





tion, on aura la vitesse rela- 
tive V, de l’eau à son entrée 
dans l'aube, ce qui donne 


VA VI Vi- vi 2 Vo 605(V,n); 
remplaçant v, par sa valeur, v, = or, cette équation devient 


(1) V? = Vi wr? — 2 V wr, cos { V, o). 
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On peut remarquer que l'angle (V, vo) est l'angle aigu que la 
courbe directrice de l’eau fait avec la circonférence interne. 
Pour déterminer V,, remarquons que le travail de l’eau pen- 
dant qu’elle agit sur une aube a pour valeur 


(Vi Ve) 
Mais cette eau est soumise à l’action de la pesanteur, dont le 
travail ici est nul, puisque chaque molécule d’eau se déplace 
horizontalement ou perpendiculairement à la direction de la 
force. Elle est aussi soumise à l’action de la force centrifuge 
dont le travail a pour valeur 


P EA 
— w? f rdr = 
8 5 


E 
a 


D | = 


égalant ces deux valeurs du même travail, il vient 
(2) Via Vi+o(ri—r). 


On remarquera aussi que la vitesse relative V, de l’eau se dé- 
compose en deux en entrant dans une aube, l’une tangente à 
celle-ci, l’autre normale; y étant l’angle d'inclinaison avec 
l’aube, la vitesse perdue aura pour valeur 


(3) | u = V,siny. 
De là il suit qu'on aura 
8 = o0, 


si y= 0, c'est-à-dire si l'aube, à sa naissance, est dirigée suivant 
V, Nous adopterons cette hypothèse. 
Enfin la vitesse absolue w de leau à la sortie des aubes sera 


w = V? o? — a2 Viv,cos(V,, —v), 
et comme : 
n= or (Vo — ")= p, 
cette équation devient 


(4) w = Vi + wtri— 2Viwr, COS. 
nt 32. 


500 TRENTIÈME LEÇON. 
S'il était possible de faire à la fois 


| p—0O, V= or, , 
on aurait aussi 
= 0; 
mais cette double hypothèse ne peut être admise, car l’eau 
sortant avec une vitesse nulle de la roue de la turbine, ne 
pourrait se dégager et gêncrait le mouvement de l'aube sui- 
vante. M. Fourneyron s’est contenté de faire 


(5) ern = V, et p= 15°. 
Alors on trouve par l'équation (4) 
(6) w= 2w r? (1— cosg) = 4 wr? sin? = q. 


L'hypothèse (5) introduite dans l'équation (2) donne 
(7) V = wry. 


Par conséquent, si l’eau sort de la roue avec une vitesse réla- 

tive égale à la vitesse absolue de celle-ci, elle y entre avec une 

vitesse relative qui est aussi égale à la vitesse absolue de la 

roue, cette vitesse étant mesurée sur la circonférence interne. 
Si l’on introduit dans l'équation (1) l'hypothèse V,—=wr!,, 

cette équation devient 

(8) V=2vr,cos(V,v,), 

de laquelle on tire 


V 
(9) P = in cos (V, n). 


laquelle fait connaitre la vitesse de la roue, en fonction de la 
vitesse due à la hauteur de la chute. 
Enfin le triangle VaV, de la figure donne 


V __ sin 


V,  sin(V,”) 
4 étant langle que l'aube, à sa naissance, fait avec la circon- 


férence interne ; de là on tire 


— V,sinY 


10) v= m, v) 
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Comparant avec l'équation (8) et remplaçant Vo par sa valeur 
V, = Wro, il vient 


(11) sin 4 = 2 sin (V, n) cos (V, o) = sin 2(V,w); 
d'où 
(12) | 4 = 2 (Y, vo) ` 


Ce résultat fait voir que ?’ inclinaison des aubes sur la circon- 
férence interne doit étre double de l’inclinaison des courbes 
directrices sur la méme circonférence. | 

Maintenant si dans la valeur de T, on fait u = 0, et qu'en- 
` suite on y remplace w par sa valeur (6), on trouve d'abord 


OEN Pris) 
(13) ln a Pa 
Remplaçant w° par sa valeur (9), il vient 
(14) DR 17 vs 
Dans les petites turbines, on prend ordinairement 


= — 70 
= 0 H 
| ? , 


dans les grandes, on adopte 
. A à | ` 
= ire ou _ 0,53. 

Lo . | P 

' Le coefficient pratique relatif à à là turbine Fourneyron est 
égal à 0,70; par conséquent, le travail effectif que l’eau mo- 
trice transmet à la roue, a pour valeur 
P pi sin?’ 4 ? v] ; 


T. = (0,70) i oy g j cos?’ ( V, vo) 


La TE Fourneyron convient à toutes les chutes. Elle 
peut marcher à des vitesses très-différentes et fonctionner dans 
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l'eau à des profondeurs très-grandes , sans que l'effet transmis 
à la roue varie beaucoup. Il résulte de là qu'en plaçant la tur- 
bine, à l'époque de son installation, au niveau des plus basses 
eaux d'aval, on utilisera en tout temps toute la chute. 

En outre, la turbine Fourneyron occupe peu de place, et 
peut, sans de grands frais, être établie dans tel endroit d'une 
usine qu'on voudra. D'un autre côté, comme ces récepteurs 
peuvent marcher à des vitesses bien supérieures à celles des 
autres roues, on évite souvent par là d'avoir recours à des trans- 
missions de mouvement compliquées. 


CALCUL D'UNE ROUE ÉTABLIE. 


118. Supposons qu'il soit question d’une roue en dessous à 
palettes planes, et admettons que l'eau soit dirigée sur celle-ci 
par une vanne inclinée d'environ 45 degrés. Nommant : 

R le rayon de la roue, 

‘h la hauteur du niveau de l’eau au-dessus du centre de l'o- 
rifice de la vanne, 

l la largeur horizontale de celle-ci, 

€ la hauteur verticale, 

N le nombre de tours que la roue fait en une minute. 

Nommant aussi, comme précédemment, 

V Ja vitesse de l’eau sortant de la vanne, | 

P la dépense en une seconde exprimée en kilogrammes, 

la vitesse de la roue estimée à l'extrémité des palettes, 

T, le travail transmis au récepteur par l’eau motrice, on 
aura les relations s 


V= V2gh, 
P —(:50)/:V, 


(1) = = 
FR 


, P 
F, = ,6 ae V — r); 
| (o ri ) 


lesquelles serviront à résoudre les diverses questions qu'on 
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pourra se proposer sur les roues à palettes planes. Si l’on re- 
marque que ces formules renferment neuf quantités variables 
V, h, P,2,£, v, N, R,T,, on en conclut qu'on pourra se 
donner à volonté cinq d’entre elles. Alors les formules (1) fe- 
ront connaître les quatre autres. Si l’on prend, par exemple, 


h=1%,50, 1=1%,80o, :=0",15, R=2", N=20, 


on trouve 


V=5",494, 
v = 4" , 1888, 
P = 1098*,36, 


T, = 3478 ,58 = 4er 63. 


DISPOSITIONS GÉNÉRALES DANS L'ÉTABLISSEMENT D'UNE ROUE 
HYDRAULIQUE. 


L'établissement d'une roue hydraulique exige quelques dis- 
positions générales que nous allons exposer sommairement. 

1°. On doit s'arranger de manière à retirer de la chute le 
plus grand effet possible. 

2° La vanne doit être inclinée et se rapprocher le plus possi- 
ble de la roue. 

3°. Si le liquide agit par un déversoir; celui-ci devra être 
placé immédiatement auprès de la roue. 

4°. Le canal d'arrivée devra être aussi grand que possible; 
il faudra que sa section soit au moins égale à dix ou douze fois 
la largeur de l'orifice. 

5°. Quand cela sera possible, il faudra donner au canal de 
fuite une largeur plus grande que celle du coursier sous la 
roue. : 

Les autres dispositions sont relatives à chaque roue en parti- 
culier. 

CALCUL DUNE ROUE A ÉTABLIR. 
Supposons, par exemple , que l'on veuille établir une rouc en 


dessous à palettes planes d’une force donnée. 
Si l’on choisit arbitrairement cinq des quantités qui entrent 
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dans les formules (1), savoir : 


TiS, 


h=1",50, 


R=2", 
l= "Ío, 
N= 10, 


il restera à déterminer les quatre autres V, v, P, e. 
La première des formules citées fera connaître V. 
La troisième donnera v, 

La quatrième déterminera P, 
Et la seconde donnera la valeur de e. 
Effectuant les calculs, on trouve 


V=—=5",404, 
v = 2",09{, 
Pare, 
e = 0™,27. > 


Les dimensions et le nombre des palettes se détermineront 
par ce qui a été dit au commencement du n° 4109. 
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DES MOULINS A VENT. 


DESCRIPTION SOMMAIRE D'UN MOULIN A VENT. 


119. L'axe autour duquel tourne la roue est parallèle à la 
direction du vent (fig. 206), et à peu près horizontal. Dans 


Fig. 206. 





les plaines de la Flandre et de la Belgique, l'inclinaison de 
laxe sur l’horizon varie de 8 à 15 degrés. La roue se com- 
pose de quatre ailes généralement rectangulaires; ces ailes 
sont appliquées sur des pièces de bois prismatiques appelées 
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volants, et dont les axes se coupent à angles droits. On allonge 
les volants par d’autres pièces moins fortes appeléesentes. L'aile 
commencé généralement à 2 mètres de distance de l'axe de 
rotation. La longueur des volants varie de 6 mètres à 6" ,50; 
les entes ont ordinairement 7 mètres de long ; l'extrémité de 
chaque aile décrit donc une circonférence de 13 mètres à 
13,50 de rayon. Comme l'aile commence à 2 mètres de dis- 
tance de Faxe, il en résulte que la longueur de celle-ci est envi- 
ron de 11 mètres ou 11" ,50 ; on‘donne ordinairement à l'aile 
une largeur qui est à peu près le cinquième ou le sixième de 
sa longueur (*). 

SURFACE DE L'AILE. 


La surface de l'aile est une surface gauche engendrée par le 
mouvement d'une droite qui, restant toujours perpendiculaire 
à l'axe du volant, s'incline de plus en plus sur l'axe de rotation. 
Ordinairement la génératrice la plus voisine de l'axe fait avec 
celui-ci un angle d'environ 60 à 62 degrés, tandis que pour la 
dernière cetangles'élève jusqu’à 80 degrés environ. Cettesurface 
est recouverte d'une toile destinée à recevoir l’action du vent. 

Quand la vitesse de celui-ci augmente, celle des ailes pour- 
rait devenir trop grande; alors on modère l’action de la force 
motrice en euroulant une partie de la toile. Enfin pour placer 
l'axe de rotation dans la direction du vent, on fait tourner à 
bras la partie supérieure du moulin, qui forme une sorte de 
calotte à laquelle l'axe est fixé. Quelques moulins s'orientent 
d'eux-mêmes, à l’aide d'un mécanisme particulier. 


CONSTRUCTION PRATIQUE DES AILES. 


D'après Smeaton et Coulomb, la forme la plus avantageuse 
des ailes, quand elles sont rectangulaires, est celle des ailes 
dites ollandaïses, qui offrent une surface légèrement concave, 
et dont les génératrices (ou lattes) sont disposées comme suit : 





_ m ee — ĚĖ 
= ae A D 


(*) Dans les moulins des environs de Lille, Ja surface de l'aile est située d'un 
mème côté du volant; elle commence tout près de l'arbre de la roue. 
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Concevons le rayon de l’aile partagé en 40 parties égales. 
Comptons 10 de ces parties à partir du centre; c'est là que nous 
placerons la latte n° 1; portons-en 6 à la suite, nous placerons 
la latte n° 2 sur la 6° division, et ainsi de suite. Les angles que 
les lattes font avec l'axe de rotation, et avec le plan du mouve- 
ment, sont réglés comme suit : 


NOS DES LATTES ANGLE FAIT AVEC L'AXE ANGLE FAIT AVEC LE PLAN 

i j DE ROTATION. DU MOUVEMENT. 

I 72° 18° 

2 7 1° i 19° 

3 92° 18° 

4 4° 16° 

į 
5 79° 30 12° 30’ 
6 83° : n~ 


VITESSE DES AILES PAR RAPPORT A CELLE DU VENT. 


Les ailes étant construites, comme il vient d’être dit, on 
doit, pour le meilleur effet, maintenir leur vitesse dans un 
rapport constant avec la vitesse du vent, Cette vitesse de rota- 
tion, mesurée à l'extrémité des ailes, doit être à celle du vent 
comme 2,6 ou 2,7 est à r. D'après Coulomb, ce rapport est 
compris entre 2,5 et 2,6. 


QUANTITÉ DE TRAVAIL TRANSMIS AUX AILES. 


Il résulte des expériences de Coulomb et de Smeaton que la 
quantité de travail reçue par une aile est exprimée par la for- 
mule 


(1) EORI. b iiaa 


dans laquelle Q représente la surface de l'aile, et V la vitesse du 
vent par seconde. V doit être exprimé en mètres, et Q en mètres 
carrés. La vitesse la plus convenable au travail parait être 
celle de 6 à 7 mètres. 


EFFORT QUI AGIT A L'EXTRÉMITÉ DE L'AILE. 


Soit P cet effort; v étant la vitesse de l'extrémité de l'aile, le 
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travail par seconde sera Pvy, etJ’on aura 


P= T, = (0,130 P. 





Mais 
` p= (2,6) F; 
donc | 
0,13 
P = - Q V? 
2,6 T 
et en réduisant 
(2) P=— QV, 
20 


Si nous supposons, par exemple, que la longueur de l'aile soit 
de 11 mètres, sa largeur de 2 mètres, et enfin que la vitesse V 
du vent soit de 7 mètres, on aura d'abord 


Q = 22", 
La formule (2) donne ensuite 
P = 53,0. 


En multipliant ce nombre par (2,6) V = 18,2, on aura le 
travail transmis à une aile, savoir 


Ta = 090"" gS = 13m o8. 


THÉORIE MATHÉMATIQUE DES MOULINS À VENT. ` 
*4190. Je supposerai que la fig. 207 représente une pro- 


Fig. 207. 


4 [HU 





jection de l'aile faite sur le plan du mouvement, c’est-à-dire 
sur un plan perpendiculaire à l’axe de rotation du moulin. 
Considérons deux positions infiniment voisines, Aa, Bò, de 
la génératrice de l'aile; il sera évidemment permis d'admettre 
que ces deux lignes comprennent unce petite surface plane. Je 


DES MOULINS À VENT. 509 
prends un deuxième plan de projection perpendiculaire à 
laxe OO’ du volant, et soit xx’ la ligne de terre; cette ligne 
représentera la direction dans laquelle se meut le point (P,0’). 
Soit v la vitesse de ce point, que je supposerai dirigée de O’ 
vers x’; si sur xx’ j'élève une perpendiculaire O'y, cette 
ligné représentera sur le plan latéral la projection de l’axe de 
rotation; le prolongement O’ V de cette ligne sera la direction 
de la vitesse V du vent. Enfin la projection latérale de la latte 
À a se fera en vraie grandeur sur A'a’. Cela posé, je mène O'N 
normale à la latte A'a’, puis je décompose les deux vitesses V, v, 
suivant O'N et O’a’, ce qui donne les résultats suivants : 


Composante de V suivant O'N = V sin ọ, 


Composante de V suivant O'a' = V ces ọ, 


Composante de » suivant O'N 


P cosy, 


Composante de v suivant O'a' = — v sin ọ. 


Si l'on compose les vitesses ci-dessus du vent avec celles de 
la roue , prises en sens contraire de leurs directions, on aura 
les composantes de la vitesse relative du vent; et comme la 
vitesse relative parallèle à l'élément superficiel de l'aile ne 
saurait évidemment contribuer au mouvement de celle-ci, 


n'ayant d'autre effet que de faire glisser le vent à la surface, 


il n’y a lieu de considérer que la vitesse relative normale, 
laquelle a pour valeur 


V sin g — v cos y. 


Mais en vertu de la théorie de la résistance des fluides, la 
résistance au mouvement de l'élément superficiel de l'aile est 
proportionnelle à sa surface, à la densité de l'air, au carré de 
la vitesse relative normale du fluide. Done si l’on pose 
OP = r, A'a’ = l, qu'on désigne par K un coefficient con- 
stant, et par D le poids de l'air sous l'unité de volume, la 
force motrice agissant sur l'élément superficiel que l’on con- 
sidère aura pour valeur 


KD {dr 
£ 


(V sing — v cos»). 


—— 
penan i D ee 


s he an ee M 
re se ete 


ns sn 


Ep prete 
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Remarquons maintenant que cette pression se décompose en 
deux autres dirigées suivant O'v et O'V; l’une, 


KD!/4r : 
—— ( V sin ọ — v cos y)’ cos q, 


fait tourner la roue, tandis que l’autre, 


KD/dr ; ; ; 
——— (V sin g — v cos y} sin», 
parallèle à l'axe de rotation, ne peut produire qu'une pres- 
sion sur la crapaudine. 

Si l’on multiplie la première force par v, on aura son tra- 


vail en une seconde, savoir 


KD!{dr ; . 
—— (V sin ọ — r cos g } v cos ọ. 
Mais chacun des éléments plans de l'aile donne lieu à un tra- 
vail analogue; donc le travail total transmis à la roue aura 
pour valeur 

O KD" 


(1) p E v cos o ( V sin ẹ — v cos ọ} dr. 
E Jr 


Dans cette formule, ọ doit être considéré comme une fonction 
de r exprimant la loi de génération de l'aile. 

Si l’on veut déterminer ọ en fonction de r sous la condition 
que T, soit un maximum, il suffira évidemment de rendre 
maximunı le travail élémentaire relatif à chaque élément 


superficiel , et par conséquent la quantité 
v cos ? { V sin y — v cos o’ dr. 


Pour cela il y aura deux cas à considérer, suivant que le maxi- 
mum se rapportera à l'angle ọ, c'est-à-dire à la forme de 
l'aile, ou bien à la vitesse de ses éléments, sa forme étant 
donnée. Le rayon r du centre de l'élément superficiel étant 
pris pour variable indépendante, dr est constant, par consé- 
quent il faut simplement rendre maximum la fonction 


v cos ọ (V sin ọ — v cos » }. 
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1 Cas. v étant donné, pour obtenir le maximum de la 
fonction ci-dessus, on doit prendre sa dérivée par rapport à Q, 
puis égaler cette dérivée à zéro , ce qui donne 


Net) 2 (V cos g + v sin g) cos ọ Le. 
—(Vsing—vcose)sins 


Mais le premier facteur de cette équation ne peut être nul, 
sans quoi T, serait nul; .donc la condition du maximum 
devient simplement . 


(2) 2 (V cos ọ + v sin ọ) cos p — (V sin y — r cos +) sin pọ = ©, 
de laquelle on tire 


PE PE a — 2 = 0 
y DY? sé 


Soit w la vitesse angulaire de rotation, on a 
= ro, 


par suite l'équation précédente se transforme dans celle-ci 


(3) | tang’ ẹ — 3Srlange— 2 = 0. 


Résolvant et rejetant la racine négative, on trouve 


ERP VE 


(4) ang = 28r 2ta 


Pour une vitesse du vent de 4",05 par seconde, qu'on peut 
regarder comme étant la plus ordinaire, et pour une rotation 
de 7 tours par minute, ce qui donne 


o = 0,733, 


on trouve par la formule (4) 


po = 64°4 52”, et q = 82° 13' 58”, 
pour les inclinaisons, sur l'axe du moulin, de la première et de 
la dernière latte. 
Ces résultats s'accordent assez bies avec les observations de 


Coulomb. 
La théorie qui précède est due à M. Coriolis. 
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Jl" Cas. Reprenons la fonction. 
v COS y ( V sin 9 — v COS p) 


Comme ici la quantité ọ est supposée donnée par la loi de 
la génération de l'aile, il suffit de prendre par rapport à v la 
dérivée de la fonction 


v (V sing — v cos ọ }’, 


et d'égaler cette dérivée à zéro. On trouve de la sorte 


(5) v = 3 Vtangé. 


Telle est la valeur de la vitesse du maximum d’effet, relative 
au centre d'un élément superficiel quelconque. 
Si l’on remplace v par sa valeurs v = ro, il vient 


non w 
(6) tang ọ == 3 yr 


Pour chaque vitesse V du vent, w est une quantité constante; 


donc ilen sera de même de 





£ 2, Alors pour que l'équation (6) 


ts 
exprime la condition du maximum d’eflet pour toutes les va- 
leurs de V, il faudra prendre cette équation pour l'équation de 
l'aile rapportée aux coordonnées r et ọ, mais en y faisant 


w) . . ` + ,» * 
y = Constante ; ce qui d’ailleurs est conforme à l'expérience, 


Si l’on désigne par N le nombre des tours que la roue fait en 
une minule, on aura 
£N 


GO == ——— 9 


par suite la formule précédente devient 


ñ) tang o = = r 
( á / = ? ii 10 V - 
Si l'on pose, pour abréger, 
6) T N 
on TT | 
(8) 3 V 10 V j 
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l'équation (6) devient 
(9) tang 9 = Ar. 


Si l’on veut, par exemple, que la première latte, placée à 
2 mètres de distance de l’axe de rotation, fasse avec celui-ci 
un angle de 62 degrés, on aura 


= - tang 62° = 0,94036. > 
Alors si l’on fait 
r= 13%, 
l'équation. (9) donne 
p = 85° 19/ 24",1. 


Si dans l'équation (5) on attribue à ọ la valeur précédente, oh 
trouve pour la vitesse de l'extrémité de l’aile, 


e = (4,07491) V. 
On voit que cette vitesse est égale à très-peù près à quatre 
Jois la vitesse du vent. | 
La formule (8) donne ensuite, en y faisant V = 4",05, 


N = 12,12; 


CALCUL DU TRAVAIL DANS L'HYPOTHÈSE DU MAXIMUM D'EFFEÏ 
RELATIF A LA VITESSE. 


Si de la formule (1) on élimine r à l’aide de l'équation (9), 


il vient : 
KDZ w w \? Ti 
és ur ess us — = y? d.c A 
=— F z(y AE À tang’ ọ d. cos » 


, . , > 
Intégrant pat parties, on est conduit à l'intégrale 


KD? w y—” | th A E 
g A? A cos ọ ; 


Passant à l'intégrale définie , la valeur de T, devient 





_ĘKDIV!/14 cosy, 1 + cosp), 
Fur, 27g À cos y COS Yy : 
# 33 
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faisant passer A sous les parenthèses, et observant que l’on a 


tang po tang ọ, 
A = —— = —;, 
Ta r 


on obtient 
(10) r= ip(e, ae), 
27 g sin Q, sin % 
D’après M. Coriolis, K = 1,5. (Voir du Calcul de l'effet des 
Machines, p. 213.) Prenant 


n=92", n=13, 1=2, p= 67, 
a= D'igaf", Ds, V=", 
la formule (10) donne 
CT CR tr 


Comparant ce résultat avec celui de la page 502, on trouve 
un différence de 10°*,2g. Or, quoique l'aile construite par la 
formule (9) ne,soit pas identique avec l'aile hollandaise, il 
est pourtant difficile d'admettre qu'à surface égale les deux 
ailes puissent recevoir des quantités de travail si différentes. 
Cela tendrait à faire penser que le coefficient K = 1,5, dont 
l'exactitude ne semble pas hors de doute à M. Coriolis (voir 
l'ouvrage cité, p. 67), serait encore loin de la vérité. 

Si l’on égale le travail donné par la formule {1} du n° 149 
à celui de la formule (10), on trouverait, en regardant K 
comme inconnu, 

K = 7 environ. 


Nous ferons remarquer, en terminant, que la formule (10) 
à laquelle on est conduit par la théorie, est pour aïnsi dire de 
même forme que la formule (1) du n° 119, car le produit 


2 2 
(= + cos LPS. + cos tn) 
sin y; sin Po 


diffère peu de la surface Q de Paile. 
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TRENTE-DEUXIÈME LEÇON. 


DE LA RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX. 


LIMITES DE L'ÉLASTICITÉ. 


121. Lorsqu'un corps est soumis à une action mécanique, 
sa forme change plus ou moins. 

Si, l'effort étant supprimé, le corps reprend exactement sa 
première forme, on dit qu'on n'a pas dépassé les limites de 
l'élasticité. 

Ces limites ont été dépassées lorsque le corps conserve en 
tout ou en partie la forme qu'il vient de prendre. 


RÉSISTANCE DES PRISMES A L'EXTENSION ET A LA COMPRESSION. 


122. Lorsqu'un prisme est soumis à une action qui tend à 
l’allonger ou à le raccourcir, l'expérience démontre que l'effort 
qu'on développe est proportionnel à la section droite du 
prisme, et à sa variation de longueur par unité linéaire, tant 
qu'on ne dépasse pas les limites de l’élasticité. D'après cela, 
si l’on nomme: 


E l'effort en kilogrammes capable de faire varier de 1 mètre 
la longueur d’un prisme qui aurait 1 mètre de long sur 
1 mètre carré de section, 

À la section droite d’un prisme quelconque exprimée en 
mètres carrés, | 

À sa variation de longueur par mètre courant, 


P l'effort capable de la produire, on aura 
(a) i P = AE). 


En même temps, si la longueur primitive du prisme est L, et 
l'allongement total Z, les deux quantités Z et À seront liées par 
33. 
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la relation 


l 
(2) i 


— L 


COEFFICIENT D'ÉLASTICITÉ. 


+ 


La quantité E s'appelle coefficient d’élasticité. Ainsi l'ona 


pour 
le fer en barres........... ..... E—20.000.000.000kil, 
la fonte de fer à grains fins. ..... . E= 12.000.000.000fki!, 


la fonte grise anglaise ordinaire... E = 9.096.000 .000ki!, 


le chéne.......... sesss soces E= 1.200;000.000*" (°). 


CALCUL DE L'EFFORT D'EXTENSION QUI RÉPOND A LA LIMITE 
DE L'ÉLASTICITÉ. 


Si dans l'équation (1) on fait 
(3) S= Ei, 
elle deviendra 
(4) P= AS, 


S représente donc l'effort par mètre carré, capable de produire 
l'allongement À relatif à l’unité linéaire; il s'ensuit que si l'on 
donne à À la valeur qui répond à la limite de l’élasticité, S 
sera la limite de l'effort par mètre carré que le corps sera 
capable de supporter sans altération de son élasticité. Ainsi, 
par exemple, on a 


pour le fer en barres. .... À-—0",000666, S= 13.200.000i!, 
pour la fonte à grains fins. À1—0",00083, S= g.960.000!!, 


pour le chêne.......... À—0",00167, S= 2.004.000k!. 


Les charges que les corps peuvent supporter avec sécurité, 
et d’une manière permanente, sont au-dessous de la moitié des 


$ 


— v 





(*) Ces nombres, et tous ceux dont nous ferons usage dans la suite, sont 
extraits de l'excellent ouvrage de M. le général Morin Sur la résistance des maté- 
riaux (2° édition). Nous y renvoyons le lecteur désireux de plus de détails. 
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valeurs de S déduites de la formule (3), excepté pour la fonte. 
Les charges de sécurité sont faites ordinairement égales au 
dixième et au sixième de l'effort capable de produire la rup- 
ture: au dixième pour les bois , et au sixième pour les métaux. 


APPLICATIONS. 


123. ProsLème.— Calculer le diamètre des anneaux d’une 
chaine en fer destinée à soulever des charges P. 

r étant le rayon de la section droite d’un anneau, celle-ci 
aura'pour valeur 77°, et comme il y en a deux, on aura 


À = 2 nr. 


Substituant cette valeur de À dans l'équation (4) du numéro 
précédent, puis résolvant par rapport à r, il vient 


o in 


Si par exemple on suppose 





P = 10 .000*!!, S = 4.000.000, 
on trouve 
2r = 0",04. 

124. ProsLème. — Calculer le diamètre d'une tige de 
pompe élévatoire de l mètres de long, destinée à soulever un 
poids donné P d'eau en y comprenant celui du piston. 

r étant le rayon inconnu de la tige, D son poids sous l’unité 
de volume, le poids total sera 


rrD/; 
par conséquent l'effort de traction aura pour valeur 
P + rr°D1. 


Soit S l'effort par mètre carré transmis à la tige, et que 
celle-ci peut supporter avec sécurité, l'effort total sera 


rs, 


& 


et l'on aura pour déterminer r l'équation du deuxième degré 


rS =P + rrD/; 
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laquelle étant résolue donne 


(1) =V y 
z(S— 1D) 


Si P = o0, on devra avoir 


, S— {D = 0, 
d’où l'on tire 
! S 
ù = —: 
(a) > 


Si dans cette dernière formule on donne à S la valeur qui 
répond à l'effort de rupture, on obtiendra la longueur / qui 
fera rompre la tige sous son propre poids. 

Si par exemple la tige de pompe est en fer, et qu'on prenne 


P = 62841, 
S = 4166.66! 
D = 7783", 

i { =ar, 


on trouve, par la formule (1), 
27 = 0",014. 
Et si dans la formule (2) on fait 
S = 4.166.667 X 6, 


on obtient 
‘= 3216", 


Par conséquent une tige en fer, suspendue verticalement, se 
rompra sous son propre poids, lorsque sa longueur atteindra 
3216 mètres. 


129. ProsLèmE. — Combien de boulons faut-il mettre au 
Jond d’un cylindre à vapeur, pour résister à une pression 
intérieure donnée? 

Soit P la pression donnée exprimée en kilogrammes par 
mètre carré; r étant le rayon d’un boulon, et # le nombre de 
ceux-ci, l'effort sur chaque boulon sera, en nommant R le 
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rayon du cylindre, 
rR'P 
—. 





Soit S l'effort par mètre carré que le métal d’un boulon déve- 
loppe pour résister à la pression ci-dessus ; la résistance totale 
d'un boulon sera 

rs, 


et l’on aura pour déterminer r l'équation du deuxième-degré 





= . 
n 
de laquelle-on tire 
| P 
{ p— + — v- e 
(a) r=hR 75 


Maintenant, et afin que les têtes des boulons ne se touchent 


pas, posons 
2r R 


n 





> mr, 


m étant un nombre choisi à volonté; remplaçant r par sa va- 
leur ci-dessus, puis résolvant par rapport à z, il vient 


(2) mL =. 


Cette formule et la formule (1) résoudront le problème pro- 


posé. 
Supposant, par exemple, 
P = 103330}! = 10°", 
S — 6.666.661 (feren barres), 
m= 
on trouve d'abord, à laide de l'inégalité (2), 
n < 150. 


Prenant 
n = 158, 


on obtient ensuite par la formule (1) 


r= (0,00991) R. 
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Supposant 

R = 0",20, 
on a finalement 

27 = 0",02. 

126. ProsLème. — Quel diamètre faut-il donner à une tige 
d'une longueur L, tirée verticalement par un poids P qui doit 
l'allonger de l mètres ? 

© étant le poids de la tige, on a d’abord 


P+m=AE)= AE SL: 


Mais si l'on nomme r son rayon, D le poids de sa matière sous 
Punité de volume 
Ar", o =r’ DL. 


Substituant çes valeurs dans l'équation ci-dessus, et résolvant 
par rapport à r, il vient 


0) i r (Ep nt) 


Supposons que la tige proposée soit en fer. Alors si l’on prend 
E = 20. 000,000,000k!!, 
P = 10000kil, 
i = o™ 005 » 
L=10", 
D = 7783411, 


il 


on trouve 

ar:= 0",034. 
Les valeurs de S qui nous ont servi dans les exemples précé- 
dents sont extraites du tableau ci-après : 
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Table des efforts de traction longitudinale capables de produire la 
rupture, et de ceux qu’on peut faire supporter aux différents corps 
avec sécurité. 

L'observation des bonnes constructions a conduit à admettre que les efforts 


permanents auxquels on peut soumettre les prismes et les cylindres ne doivent 
pas excéder : 


. . 1 1 
Pour les bois i pierres , les mortiers. = | de la charge capable de 


1 roduire la rupture, 
Pour les métaux..................... & | p P 


EFFORT PAR MÊTRE CARRÉ 


©" 
capable qu'on peut faire | 
de produire supporter 
la rupture, avec sécurité, 


kil kil | 
5,600 ,000 800,000 


6,000,000 600,000 
! 6,500,000 650,000 
| Sapin, dans le sens des fibres. ............... 8,500,000 850,000 
Sapin des Vosges, dans le sens des fibres 2,480,000 248,000 
| Frène, dans le sens des fibres. 12,000,000 1 , 200, 000 
6,780,000 678,000 
10,400,000 1,040,000 
600,000 
; 800 ,000 
{Teak, dans le sens des fibres, employé aux 
constructions navales 11,000 ,000 1,100.000 
14,000 ,000 1,400 ,000 
| Poirier, dans le sens des fibres 6,900,000 figo, 000 
Acajou , dans le sens des fibres. ....... 5,600 ,000 560,000 
Tremble des Vosges, dans le sens des iira, em- | 
ployé dans les constructions navales. ...... 7: 200,000 720,000 
Chène , perpendiculairement aux fibres 1,600 ,000 160,000 
Peuplier, perpendiculairement aux fibres 1,250 ,000 123,000 
' piéces droites, formées de mor- 
Chéne on ceaux assemblés par entaikles ou 
sapin.. i crémailiėres, ares en planches 
de champ, ou en bois plié 3,000 ,000 360,000 


METAUX. 1 
6 
le plus fort, de petit échantillon. | 10.000, 000 
le plus faible , de trés-gros PN 
tillon. F 4.166.665 


þer en barres, moyen... ... Suai .000. i 6,666,667 
i 


Li 
f sy lorsé | 


nw etiré. i 
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DÉSIGNATION DES CORPS. 


tiré dans le sens du laminage. ... 

tiré dans le sens perpendiculaire 
au laminage. ..... 

Tôles fortes, corroyées dans les deux sens 

Fer dit ruban, très-doux, 

moyen, de 1 à 3 millimètres de 
diamètre. , 


Fer ou tôle 
| laminé. 


Fil de fer | 


non re- / de l'Aigle, de omil,25 de dinmèsre. . 
le plus fort de omil,5 à 1 millimètre 
de diamètre. 
Fil de ler en faisceau , ou câble 
[Chaines en | 


cuit... 


ordinaires, à maillons oblongs.. 
renforcées par des étancons. . 
' Ja plus forte, coulée verticale- 
ment. 
la plus faible, coulée horizonta- 
lement 
| fondu, ou de cémentation, étiré au 
marteau, en petits échantillons., 
‘ le plus mauvais, en gros échantil- 
lons, mal trempé 


fer doux. 


| Fonte de fer 
grise.. 


| Bronze des canons , moyennement. ........... 
laminé, dans lesens dela longueur, 
Cuivre laminé , de qualité supérieure... 
rouge. 
fondu. 
Cuivre jaune ou laiton fin .. 
| Arcs ou pièces d'assemblages en fer forgé ou en 
fonte prho: ceci TEE EE DEEE 
le plus fort au-dessous de 1 mil- 
limètre de diamètre 
moyen, de ı à à millimètres de 
diamètre... 
moyen, le plus mauvais, 
| Cuivrojavue le plus fort, au-dessous de 5 mil- 
limètre de diamètre. 
moyen, au-dessous de 1 milí- 
mètre de diamètre.. ...... 


Cuivre rouge 
en fils, non 
recuit, .. l 


en tils, non 
recuit. .., 


capable 
de produire 
la rupture. 


kil 


41,c000,000 


36,000 000 
35,000 ,000 
45,000 ,000 


60,000 ,000 
90,000 ,000 


80 ,000 ,000 
30,000 ,000 
24,000 ,000 
32,000,000 


13,500,000 


12,500,000 


100,000,000 


36,000,000 
75,000,000 
23,000 ,000 
21,000 ,060 
26,000,000 
25,000,000 
13,400,000 
12,600,000 


25,200,000 
70,000,000 


50,000,000 
40,000 ,000 


85,000 ,000 


50,000,000 
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qu'on peut (aire | 


supporter 
avec sécuritl. 


kil 
6,833,333 


6,000 ,000 
5,833,333 
7,900 ,000 


10,000 ,000 
15,000,000 


13,333,333 
5,000,000 
4,000,000 
5,333,333 


2,250,000 
2,083,333 
16,666,667 
6,000 ,000 
12,500,000 
3,833,333 
3,500,000 
4,333,333 
4,166 ,667 
2,223,333 
2,100,000 
4,200 ,000 


11,166,667 


8,333,333 
6,666,667 


14,166,667 


8,333,333 
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RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX (SUITE). — SPHÈRES ET CYLINDRES 
SOUMIS A DES PRESSIONS INTÉRIEURES. — RÉSISTANCE DES BOIS 
A LA COMPRESSION. 


RÉSISTANCE D'UN CYLINDRE SOUMIS A UNE PRESSION INTÉRIEURE. 


127. Considérons un cylindre plein de vapeur à la pres- 
sion P (P sera toujours la pression en kilogrammes par mètre 
carré), et cherchons la pression totale estimée perpendiculai- 
rement à la section faite dans le cylindre par un plan mené 
suivant l'axe. La pression normale sur un élément w de la sur- 
face intérieure du cylindre sera Po. Soit x la distance de l'élé- 
ment w au plan de la section, et r le rayon du cylindre; la 
composante de P% estimée normalement au plan sécant sera 


x 
P o —:. 
F 


La somme F de toutes ces forces, étendue à tous les points de 
la demi-surface du cylindre, aura pour valeur 


Soit H la hauteur de celui-ci, et x, la distance au plan proposé 
du centre de gravité de la demi-surface cylindrique; en vertu 
des propriétés des moments 


srHr, = Zos; 
par conséquent 
= Pr Hr. 
Mais 


t =r 
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donc finalement 
(1) F = 2PHr. 


Nommons encore el'épaisseur de la tôle; la résistance par mètre 
carré que celle-ci développe sur les deux sections eH a pour 
expression 
( 2) F, = 2e HS; 
on devra donc avoir, pour l'équilibre, 

2 PHr= 2 e HS. 


De là on tire 


€ 
(3) P=-S. 


Résolvant cette équation par rapport à e, il vient 


À cette épaisseur, on ajoute ordinairement une épaisseur addi- 
tionnelle de, afin de mettre le cylindre à l’abri des accidents 
et des chocs résultant du transport et de la pose; on aura donc 


e=sr+ôe; 


s 


ou, ce qui est la même chose, 
P 
e = — 97 + de. 
25 


Soit z le nombre d’atmosphères contenues dans P, on aura 


P = 10335! X< n; 


G 


par suite, la valeur de e devient 


637,6 
PUR PRE de. 


(4) 


D'après M. Fairbairn, les rivures simples réduisent à moitié 
la résistance des tôles ; cette résistance est la même, à très- 
peu près, quand il y a deux rangs de rivets. Par conséquent on 
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devra prendre pour S (voir le Tableau de la page 522). 
S = 3.000.000kil. 
Substituant cette valeur dans la formule (4), et faisant 


ĝe = 0",003, 
on obtient 


(5) e = (0",0018) 2.2 r + 0",003 (*). 


Telle est la formule que les règlements d'administration pu- 
blique prescrivent pour le calcul de l'épaisseur des chaudières 
à vapeur. 
APPLICATIONS. 
ProsLème. — Quelle sera la pression capable de faire écla- 
~ ter une chaudière à vapeur qui aurait 1 mètre de diamètre, 

et une épaisseur de tôle de 12 millimètres. 

Dans ce cas, 


r—=0%,5, e—o",o12, S= 16.000.000ki!, 
Au moyen de ces valeurs, la formule (3) donne 
P—42,5"te, 


en augmentant d’une atmosphère le résultat trouvé. 


RÉSISTANCE DU FOND D'UN CYLINDRE FONDU TOUT D'UNE PIÈCE 
AVEC CELUI-CI. 


Soient r le rayon intérieur du cylindre, et e son épaisseur ; le 
rayon extérieur sera r+ e. Cela posé, la pression que la va- 
peur exerce sur le fond aura pour valeur 


rrP. 


D'un autre côté, la résistance développée sur la section infé- 
rieure 
re(2r+e), 
est égale à 
. reS(2r+e); 


» 


(*) Dans la pratique, on pourra diminuer d'une unité le nombre n, à cause 
de la pression atmosphérique qui agit extérieurement sur la chaudière, 
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donc on aura pour l'équilibre 
rrP=treS(2r+e); 


laquelle étant résolue par rapport à P, donne 


e e 
(6) pP=fs (2+). 

r r 
En comparant cette valeur de P à celle fournie par l'équa- 
tion (3), on reconnait que celle-ci est un peu plus que double 


de la première. 


ÉPAISSEUR DES TUYAUX POUR LA CONDUITE DES EAUX. 


Lorsqu'on emploie la formule (4) au calcul de l'épaisseur 
des tuyaux pour la conduite des eaux, si l'on prend pour S. 
les valeurs écrites vis-à-vis celles de e dans le tableau suivant, 
on trouve 


m m kil 
Fer...... s...» C=0,000867.2r+0,003, S= 6.000.000 


Fonte......... e—0,00238n.2r+0,0085, S= 2.170.000 
Cuivre laminé... e—0,00149".2r+0,004, S= 3.500.000 


Plomb.,.....,. é—0,00242n.2r+0,005, S— 213.000 

Zinc...,...... 6=0,00620n7.2r+0,004, S= 833.000 

Bois. ......... € = 0,0323 n.2r+0,02%, S= 160.000 

Pierres naturelles. e —0,00363n.2r+0,03, S = 1.400.000 

Pierres factices... e = o ,005387.2r +0,04, S= 960.000 
APPLICATIONS. 


ProsLèMĪe. — Quelle épaisseur faut-il donner à un tuyau 
de fonte recevant l’eau d’un réservoir élevé de 5o mètres ? 

Dans ce cas, la pression intérieure est de 50000 kilo- 
grammes par mètre carré, ou de 4*",9. Prenant n —5, et 
supposant 2r = 0,1, la seconde des formules ci-dessus donne 


e = 0,01. 
RÉSISTANCE DUNE SPHÈRE SOUMISE A UNE PRESSION INTÉRIEURE. 


198. Considérons une section qui passe par le centre de la 
sphère, et cherchons l'effort perpendiculaire au plan de cette 
section. La pression normale sur un élément w de la surface 
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intérieure sera Po. Soit x la distance de l'élément ù au plan 
sécant, et r le rayon. de la sphère ; la composante de Po, nor- 
male au plan de la section, aura pour valeur 

Tr 

Po —- 

r -~ 

La somme F de toutes ces forces étendue à tous les points de 
la demi-sphère sera exprimée par 


F = - Ior. 
r 


Soit x, la distance au plan sécant du centre de gravité de la 
demi-surface sphérique; on aura, d'après les propriétés des 


moments , 
arr = bor; 


remplaçant Fox par sa valeur, il vient @ 


= 2 Př.. 
Mais 
i 
User; 
> 
done 
(1) F = Pre. 


Nommons eucore e l'épaisseur de la sphère; la résistance 
développée sur la section 


re(2r+e) 
a pour valeur 


(2) F,—=reS(2r+e). 
Alors pour l'équilibre on devra avoir 


Prr'=reS(2r+e); 
d’où l’on tire 


(3) P=fs (2+). 
r r 


Ce qui est la même formule que celle obtenue pour le fond d'ur 
cylindre de mème rayon que la sphère. 
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RÉSISTANCE DES POTEAUX EN BOIS A LA COMPRESSION. 


129. Soient en mètres a la plus grande dimension transver- 
sale d’une pièce de bois, b la plus petite, et Z sa longueur. La 
résistance à la compression dont les poteaux en bois sont ca- 
pables d'une manière permanente, se calculent par les for- 
mules empiriques suivantes : 


ESSENCE DES BOIS. VORMULES À EMPLOYE. 
| abs. 
Chêne fort. mit + * p = 256.500.000 Fo kil. + 
: | | abs. 
w Chéne faible... ........ P = 180.000.000 TE kil., 
1) 


Sapin rouge et blanc, fort, | ab? 
he : P= 214.200.000 — kil. 
et pin résinenñx........ | á rE 1 


Sapin blanc faible, et pin j p— 


x abs. 
160.000.000 — kil. 
jaune. $ PEE : E 


PILOTS. 


D'après Rondelet, chaque centimètre carré de la section 
d'un pilot peut supporter, d'une manière permanente, de 30 
à 35 kilogrammes. D'après cela, supposons qu’on veuille cal- 
culer le nombre de pilots nécessaires pour supporter un édifice 
d'un poids donné P. 

r étant le rayon d’un pilot, sa section en centimètres carrés 


sera 
10000 r#?; 


‘la charge qu'il pourra supporter aura donc pour valeur 
300000 r 7° kil.; 

n pilots seront donc capables de résister à une charge de 
300000 n z r° kil. 


Or il est évident que le nombre des pilots devra être réglé de 
telle manière qu'on ait 


300000 nr 7’ >> P: 
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de là on tire 


(2) e 


300600 r7? 
‘Si l'on prend, par exemple, 


= 20.000.000 kil., r= 0™,15, 
on trouve 


n `> 1414. 


RÉSISTANCE DES COLONNES EN FONTF. 


130. Pour calculer les charges permanentes des colonnes en 
fonte, M. Hodgkinson, habile physicien anglais, a donné les 
formules empiririques suivantes : 

Pour les colonnes pleines à bases plates, 


d?5 
(1) P = 1780 gyr kil.; 


et pour les colonnes creuses à bases plates, 


` | d'36— d>: 


(2) P = 17980 TD 


Dans ces relations d et d’ sont les diamètres intérieur et exté- 
rieur de la colonne, H sa hauteur. De plus d et d’ expriment 
des centimètres, H des décimètres. 


APPLICATIONS. 


Proëzème. — Proposons-nous de calculer le diamètre 
d'une colonne pleine de 2",50 de hauteur, et destinée à 
supporter une charge de 60.000 kilog. 


On tire d’abord de l'équation (1) 


3.6 DH); 
(3) d= Va centimètres, 
1780 


Mais dans ce cas 





P = 60.000", H= 2514; 


au moyen de ces valeurs, la formule (3) donne, en 


appli- 


LA 
Ar 
LE, “A 
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quant le calcul par les logarithmes, 
d= 192°,18. 


Proszime. — Proposons-nous de calculer le diamètre 
intérieur d’une colonne creuse de 2™,50 de longueur, ayant 
0,20 de diamètre extérieur, et destinée à supporter une 
charge de 30.000 kilog. | 

On tire d’abord de l'équation (2) 


s.. 1,7 3 
(4) d=\/ e — E centimètres. 





Mais dans ce cas 

P = 30 .000*", H = 251, d'— 20°; 
au moyen de ces valeurs, la formule (4) donne, en y appli- 
quant le calcul par les logarithmes, 


d= 19°. 
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RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX (SUITE). — DE LA FLEXION 
| ET DE LA TORSION. 


131. Quand on courbe une pièce de bois ou de métal, il 
est évident que les fibres (files de molécules) situées à la 
partie convexe s’allongent , tandis que celles de la partie con- 
‘cave se compriment. {7 doit donc y avoir des fibres dont la 
longueur ne change ‘pas. Les fibres invariables , ainsr qu'on 
le verra plus loin, forment une surface cylindrique passant 
par les centres de gravité de toutes les sections normales à la 
longueur du solide. Si l’on divise celui-ci en deux parties 
symétriques par un plan mené suivani l'axe, ce plan coupera 
la surface des fibres invariables suivant une courbe qu'on 
nomme plus particulièrement ligne des fibres invariables. 


ÉQUILIBRE D'UN CORPS PRISMATIQUE ENCASTRÉ PAR UNE DE SES 
EXTRÉMITÉS. 


Considérons un corps prismatique (fig. 208) fixement en- : 

Fig. 208. castré en ABCD et sollicité à son 
extrémité opposée par une force P 
que je supposerai sensiblement nor- 
male à la surface du corps. Soit 
aussi xy la ligne des fibres invaria- 
bles. Après que l'équilibre s’est éta- 
bli, toute translation et toute rota- 
tion des molécules ayant cessé, il 
résulte des conditions générales de 


l'équilibre : 





1°, Que la résultante des réac- 
tions moléculaires qui se développent sur une section quel- 
conque ce, et qui lui sont perpendiculaires, est 'ħulle;. 
35. 
g 
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2°, Que ces réactions et la force P se font équilibre autour 
d'un axe de rotation mené par le point a perpendiculairement 
au plan de la figure. 

En vertu de ce qui vient d'être dit, la somme des forces, 
telles que q, qui tendent à raccourcir les fibres allongées , sera 
donc égale à la somme des forces telles que q,, qui tendent à 
allonger les fibres raccourcies; par conséquent, si l’on regarde 
les forces q comme positives, les forces 7, comme négatives, 
on aura 

zg = 0, 
le signe È s'étendant à tous les points de la section. Faisons 
dans le solide une deuxième section normale infiniment voi- 
sine de ce, et soit df cette section; chacùne des lignes Oa, Ob 
représentera le rayon de courbure de xy aux points a et b. Je 


pose en même temps 
ab=s, ma=z, 


et je mène ah parallèle à OB ; les triangles semblables amn , 
Oab donnent | 


Z 
J — Z => 
(1) = 
Mais avant la flexion toutes les fibres comprises entre ce et 
df avaient pour longueur commune | 
df a p gu 
ab = $; 


de là il suit que la fibre dirigée suivant mn s'est allongée 
de mn; donc la force q à. laquelle est dù cet allongement a 
pour valeur, en nommant a l'aire de la section de la fibre, 


mn 





= 4aE —. 
b f, s 
mn . . . 
Remplaçant — par sa valeur ci-dessus, il vient 
a Ez 
7 Te. r 


Pour une deuxième fibre on aurait pareillement 


, Ez 
q = ; 


r 
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pour une troisième, . 
J a" Ez” 


— 3 


r 





et ainsi de suite; les quantitég z,z,z”,..., étant positives ou 
négatives, suivant qu'elles sont comptées au-dessus ou au-des- 
sous de l'horizontale menée par le point a dans le plan de la 
section ce. Ajoutant ces égalités membre à membre, et éga- 
lant la somme à zéro, on trouve 


E 
—(az+ az +a"z" +...) =o. 
r 
Soit Q l'aire de la section, et z, la distance de son centre de 


gravité à laxe de rotation a; on aura, par les propriétés des 
moments, 


Qz, = az A- ar +a"z'+..., 
par suite légalité ci-dessus devient 


E 
(2) no 
d’où 


2, = 0. 


Donc lorsqu'un corps prismatique fixement encastré par un 
bout est soumis à l'action d'une ou de plusieurs forces qui 
restent sensiblement perpendiculaires à sa surface, la ligne 
des fibres invariables passera par le centre de gravité de cha- 
cune des sections normales du solide. 

Si la composante de P perpendiculaire au plan de la section 
ce n'était pas négligeable, on aurait, en nommant ọ l'angle 
que la force fait avec le plan, 


E L] 
-Q7 = Psin ọ, 
r 

d’où l’on tire 


i Pr 
3 | (= =— sin pọ, 
(3) z p Sin? 


Cette équation fera connaitre la position de la ligne des 
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fibres invariables par rapport au centre de gravité de la 
section 2. | 

Recherchons maintenant Ja soldos qui doit ètre remplie 
pour que la force P fasse équilibre aux réactions moléculaires 
normales à ce. Comme la force P et les forces J qı, etc., tendént 
à produire une rotation autour de l'horizontale qui se projette 
ema, il faut, pour l'équilibre , que la somme des moments de 
ces forces projetées sur un plan perpendiculaire à l'axe a.de 
rotation soit nulle; par conséquent, si l'on nomme p le bras de 
levier ak de la force P, on aura 


tt tt 


Pp = qz+gq'2 +q 2 +, 


Mais, en vertu de ce qui précède, 


aE ' 
43 = —— 5Z ,: 
1 r 


` 


a'E 


g'z = — z2" 
| à D 


Ajoutant toutes ces égalités membre à membre, il vient - 
E F of H at 
Pp = -(a aèt a'z’ pa" n) 


Or az*+ a z? +a" z"? +... n'est autre chose que le 
moment d'inertie de l'aire de la section ce pris par rapport à 
l'horizontale menée par son centre de gravité; donc si Ton 
désigne par í ce moment d'inertie, on aura 


(4) Pp= 


ce qui est l'équation d'équilibre qu'il fallait obtenir. 

-= Nous n'avons pas tenu eompte, dans ce qui précède, des 
réactions agissant dans.le plan.de la section, attendu que les 
moments de toutes ces forces sont nuls. 


L’'équation (4) peut encore s'exprimer d'une autre manière 
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qui en rendra les applications pratiques plus faciles; pour 
cela, remarquons que l'équation (1) donne 


- 


| . 7 ' " á l . . 
Substituant cette valeur de = dans la relation ci-dessus, on 
troùve 
z T. - F mn JN a P = murs a 


Mais E. n est l'effort S par mètre carré capable de produire 


l'allongement Z — de la fibre située à la distance z du centre 


de granit de la section que P on considère : au moyen de cette 
` valeur, l'équation d'équilibre devient 


a; 
Pp = ~ > 

et plus généralement i 
2Pp = — 


si la barre est sollicitée par plusieurs forces P. Si l’on suppose 
que S se rapporte à la fibre la plus éloignée du centre de gra- 
vité de la section, on aura, dans le cas d’une force unique , et 
en posant Z = £1, 


(5) Pp = 
Pour la section d'encastrement, cette relation devient 
(6) Pc = —. 
Si le solide proposé est tel, qu’on ait. 
i 
- = constante, 


Z 


pour une même valeur de P, S sera d'autant plus grand que p 
sera lui-même plus grand. De là il suit que La section d'encas- 
trement est la section dangereuse., 
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APPLICATIONS. 


ProëzÈmr. — Connaïissant le poids d'un volant de ma- 
chine à vapeur, déterminer le rayon de chaque tourillon. 

Pour résoudre les questions de ce genre, on commence par 
déterminer la charge que chaque tourillon devra supporter; 
puis on double la charge trouvée, à cause que les roues de 
cette sorte sont exposées à des mouvements brusques, Soit donc 
P la charge attribuée à l’un des tourillons; le coussinet exer- 
çant sur celui-ci une réaction égale et contraire, c'est cette 
réaction qui tend à produire la rupture. Mais dans le cas 
d'un cylindre dont le rayon est r 


I 
=r; i=“) 


au moyen de ces valeurs l'équation (5) devient 
Pp = 3rSr 
p= 7 TS”, 
de laquelle on tire 


(7) r= TE. 





(*) En effet, imaginons que par le centre du cercle on ait mené deux dia- 
mètres perpendiculaires; x et y étant les coordonnées d'un élément quelconque a 
de la surface, et g{sa distance au centre, on a 


q’ =z pt, 
Maltipliant les deux membres par a, il vient 


ag = ax" +- aÿ ; 
par conséquent aussi 


Iag’ = Zax'+ Lay = 92%ay = 2i: 


d'où 


Mais 
t 
Eag = ~rt (page304); 
-2 


donc, enfin, 


DE LA RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX. 537 
Supposant, par exemple, 
P-—20.000kil, ' 
S = 6.666 .667*", 
p= o",15. 
on trouve 
2r = 0",166. 


CAS OU LE SOLIDE SUPPORTE AUSSI UNE CHARGE UNIFORMÉMENT RÉPARTIE. 
Soit w la charge du solide par mètre courant; la charge re- 
lative à la longueur p aura pour valeur 
ap; 
et comme celle-ci a pour point d'application le milieu de p, 
son moment sera | 
l 1 
— T a 
2P > 
par suite l'équation d'équilibre deviendra 


Si 


Zi 


l 
(8) (Psapp = 


FLEXION D'UN PRISME ENCASTRÉ PAR UN BOUT. 


132. Soient AB la ligne des fibres invariables encastrée en À 
(fig. 209), et AB’ ce qu’elle devient sous l'effort de la force 
P; il est clair que AB’ est 
l'enveloppe de AB. Par con- 
on ETS A ” séquent, si BB’ est le che- 


| NN min décrit par le point B, 
/ ` Po 1 swa 


Fig. 209. 






et qu’on mène les tangentes 
nb', mb, ctc., on aura 


nS 
PA 


Y AB = AB', nb =nB', 
| mb=mB,.... 


Considérons deux tangentes 
infiniment voisines rnb, nb", et posons 


miu = p. 
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La flexion 

| B'u =f, 
qui répond au point quelconque m , se composera de la somme 
des flexions élémentaires B'e, bc, b’d,..., comprises depuis le 
point B’ jusqu’au point quelconque g situé sur le prolongement 
de mu. Nommons comme précédemment r le rayon de cour- 
bure du point m, posons encore mn = s, el proposons-nous 
de déterminer l’une quelconque bc de ces flexions. élémen- 
taires, wétant langle compris entre les deux normales infini- 
ment voisines m,n, ON à | o 


s=ro, d'où w =. 
A r 
Remarquons aussi que l'arc bb’ peut être regardé comme dé- 
crit avec l’un des rayons mb ou nb’; alors on aura, en obser- 
vant que l'angle bnb' = w, 
’ bb' = w.mb = w.mB'. 
Remplaçant w par sa valeur ci-dessus, ou trouve 


mB'.s 





bb" = 


r 
Comparons maintenant les triangles semblables bb'c, mnk. 
La comparaison des côtés homologues donne 
bb’ mn 


À Lie 
Her ay d'où bb == Pp bc. 


Egalant les deux valeurs de bb’, il vient 





mB'.s s 
: = -T ' be ; 
r nk 
de là on tire 
mB'.nk 
be — ` 





P 
Mais dans la pratique on n'admet que des flexions très-petites. 


De là il résulte que la quantité mB’ ne diffère pas sensible- 
ment de sa projection mu; alors si l’on pose 


mu=r, nk = dr, 
on aura 


vile 
be = —. 
r 
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Remarquons maintenant que l'égalité (4) du numéro pré- 
cédent donne 


substituant cette valeur dans bc, il vient 
| P 
1 be = — 2 dx. 
0) Ei 


Telle est l'expression de Ia flexion élémentaire de la barre, 
quand elle passe de la position Anb' à la position Anmb. 
Maintenant si on fait la somme de toutes les quantités telles 
que (1) répondant aux diverses valeurs de x comprises depuis 
x= 0 jusqu'à x= mu = p, on aura la quantité f, savoir 


P 
— x 2 N 
(2) | =i x’ dx 


Pour obtenir la valeur de cette somme, construisons un 
triangle rectangle, dont les deux côtés AP, BP de l'angle droit 
Mt ai: = (fig. 210) soient égaux à mu = p, puis 
| prenons 

Am—=z, mn = dx. 
En.élevant les perpendiculaires mm’, nn' 
on formera un trapèze infiniment petit 

qui aura pour mesure 





mm mn = xux. 
Multipliant les deux membres de cette égalité par 


Am=mm=x, 
il vient 
mm'.mn.Âm = dx. 


Or mim'.mn.Am est le moment de l'élément superficiel 
mm'nn' par rapport à l'axe Ay, donc Zx° dx est la somme 
des moments de tous les éléments analogues compris dans le 
triangle APB. Mais le moment de ce triangle a pour valeur 

I 3 


[i = 2 
— AP.B r — = p": 
a car 
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donc enfin 


_1Pp» 
(3} rit 





Si dans cette formule on fait p = c, c étant la longueur pri- 
mitive de la barre, on aura la flexion totale. 

Si dans l'équation (3) on remplace Pp par sa valeur (5) du 
numéro précédent, on trouve 


S étant toujours l'effort par mètre carré transmis aux fibres 
de la surface. 

* Le calcul intégral appliqué à l'équation (2) donnerait im- 
médiatement la valeur de f. Si le corps n'était pas un prisme, 
on aurait i = F (x), et il faudrait en tenir compte dans l’in- 
tégration. CR 


FLEXION D'UN PRISME ENCASTRÉ PAR SES DEUX BOUTS, ET SOUMIS 
A UNE CHARGE 2P AGISSANT EN SON MILIEU. 


La barre proposée exerçant une pression P sur chacun de 
ses points d'appui, reçoit de ceux-ci une pression égale et con- 
traire; on peut donc la supposer entièrement libre, pourvu 
qu'on la regarde comme sollicitée par ces deux nouvelles 
` forces. Mais alors la barre peut être regardée comme encastrée 
en son milieu, car l’encastrement en ce point n'aura d'autre 
effet que de développer une réaction égale à 2P et de mème 
sens ; donc, en vertu de ce qui précède , la flexion de la barre 
sera la même que si elle était encastrée par un seul bout, 
après avoir été réduite à la moitié de sa longueur, comme à la 
moitié de sa chargé. Par conséquent la flexion sera donnée par 
Pune ou l’autre des formules 


(5) CEE 
1Sc 
(6) = Es. 


Cette théorie de la flexion est due à M. le général Poncelet. 
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SOLIDES D'ÉGALE RÉSISTANCE. — SOLIDES A SECTION 
RECTANGULAIRE. 


133. Considérons un solide encastré par un bout, et solli- 
cité par une force P agissant comme il a été dit précédem- 
ment. L’équation d'équilibre entre la force P et les réactions 
moléculaires développées sur une section normale quelconque 
est exprimée par la formule 


Si 
Pp nr 
Mais ici 
: I I 
= n—=—6, 


en nommant a et b les dimensions horizontale et verticale du 
rectangle (pages 301 et 298) ; par conséquent 


Pp =z Sab: 
d'où l’on tire 
` 6P p 
0) ah 


Mais pour que le solide n'offre pas plus de chances de rup- 
pour q pas ] P 
ture dans un endroit que dans l'autre, il faut que S soit une 
quantité constante; donc si l’on prend a invariable, on devra 
avoir 


= const. 


re 


Soit b, la hauteur de la pièce mesurée sur la section d’encas- 
trement; on aura 


C 
PE] == const. 
0 
et par suite 
b? 
(2) b? = e p. 


Ce qui est l'équation d'une parabole ayant son sommet au 
point d'application de la force, et dont les coordonnées hori- 
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. I + P 
zontale et verticale sont p etz b. Par conséquent, pour étre 


d'égale résistance, les solides à section rectangulaire doivent 
étre terminés par deux cylindres paraboliques. Tels sont par 
exemple les balanciers des machines à vapeur, dont chaque 
moitié peut être regardée comme encastrée au point de ro- 
tation. | | 


SOLIDE SOUMIS UNIQUEMENT A UNE CHARGE UNIFORMÉMENT 
RÉPARTIE. 


` 


Supposons toujours le solide à section rectangulaire , mais 
soumis uniquement à une charge uniformément répartie, 
telle qu'un poids. Puisque dans ce cas P= o, léquation 
d'équilibre. sera | (voir l'équation 8 du n° 131) 


„ Si 
“le dv 
Or 
i= —ab, 5, = — b, 
12 
donc | 
| a b 


a étant supposé constant, pour que S le soit aussi, on devra 
avoir 


2 
k == const. 


b 
Mais pour la section d'encastrement 


aa E db; 
donc 
t Ch 
cons “ — nm 
bo 
Par conséquent, pour être d'égale résistance, la surface du 


solide devra avoir pour équation 


b, 
P: 


€ 


(4) b = 
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Le solide proposé aura donc la forme d'un triangle rectangle 
vertical , dont les deux côtés de l'angle droit seront c et bọ. 
Telles sont, par exemple, les consoles qui soutiennent les 
balcons. 


e 


SOLIDES A SECTIONS CIRCULAIRES. 
Reprenons l'équation d'équilibre 


Si 
Pp TS) 


Nommant r le rayon d’une section quelconque, on a 


a 4 
=Z Fr, AST, 


'=7 


et la relation ci-dessus devient 


I 
r=} 
De là on tire 
; APR | 
(5) Sr | 


Par conséquent, afin de rendre le solide d’égale résistance, 


on devra poser 
P 


— = Const. 
r 


Pour la section d'encastrement- 


p= e, r= rs 


par suite 


donc enfin 


ce qui est l'équation d'une parabole cubique ayant son sommet 
au point d'application de la force. On voit par là que toutes 
les sections diamétrales du solide seront des paraboles cu- 


biques. 
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Si Le solide était encastré par ses deux bouts et soumis à 
une charge 2P agissant en son milieu, on regarderait cha- 
que moitié comme encastrée par un bout , et supportant une 
charge P à l'autre extrémité. 


DE LA TORSION. — TORSION D'UN CYLINDRE 


134. Considérons par exemple un arbre de transmission, sol- 
licité à l’une de ses extrémités par la force motrice, à l'autre 
extrémité, ou en plusieurs de ses points, par la résistance, 
Les diverses sections du cylindre éprouveront évidemment, à 
partir du point d'application de la force motrice, et dans les 
premiers instants du mouvement, des rotations ou torsions 

Fig. ar autour de l’axe, qui se trans- 
mettront de proche en pro- 
che jusqu’à l’autre extrémité 
du cylindre, laquelle ne com- 

-y  mencera à tourner que lors- 
que toutes les sections qui 
précèdent la dernière au- 





ront éprouvé les effets de la 


torsion. Dans ces déplace- 


; 
-=.= -a à 
1 
r 
` 


ments successifs, chaque file 
de molécules situées sur un 


e 


rayon restant toujours sur 
celui-ci, si lon partage la longueur du cylindre en parties 
égales, la torsion d’une section, par rapport à la suivante re- 
gardée comme fixe, sera partout la mème. Par conséquent, si 
l’on décompose le cylindre en tranches cylindriques infiniment 
minces, les files de molécules situées sur les génératrices de 
chaque cylindre se courberont sur la surface de celui-ci en 
hélices de même pas , mais dont l'inclinaison sur le plan de la 
base augmentera à mesure que Île rayon diminuera. 
Considérons, par exemple, le cylindre qui se projette hori- 
zontalement sur le cercle O, et verticalement en d'fhg. Si 
nous imprimons à ce cylindre un mouvement de rotation dans 
le sens de la flèche, le pied a de la génératrice (a, ka’) se sera 
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transporté par exemple en d au moment où l'extrémité Ag du 
cylindre commencera à se mouvoir; la génératrice (a, a'k) se 
sera donc courbée en hélice, et sera devenue (abcd, a'b’ c'd'! j. 
De même le point (a, u) de cette ligne s'est transporté en 
(c, c"), le point (a, v) en (b, b'), etc. De là il suit que la sec- 
tion d'f aura tourné de l'angle aOd qu’on nomme angle de 
torsion, la section c'u de l'angle aOc, la section b'v de l'angle 
aOb, et ainsi de suite. 


ÉQUILIBRE D'UN CYLINDRE SOUMIS A UNE OU PLUSIEURS FORCES 
DE TORSION. 

Lorsqu'un cylindre est soumis à un effort de torsion, l'ex- 
périence démontre que cet effort, tant qu'on ne dépasse pas les 
limites de l’élasticité, est proportionnel à la section droite du 
solide, et à la torsion par unité de longueur. D'après cela, 
si l'on nomme 

E’ l'effort en kilogrammes capable de produire une torsion 

de 1 mètre sur un cylindre qui aurait r mètre de long 
sur 1 mètre carré de section, 

À la section droite d'un cylindre quelconque exprimée en 

mètres carrés, | 

À la torsion par mètre de longucur, 

P l'effort capable de la produire, 


On aura 
(1) P — AE’). 


La quantité E’ s'appelle coefficient d’élasticité de glissement. 
D'après M. le général Morin, on a 








Ferdoux........... E’ = 6.000.000.000 kil., 
Feren barres..... .. E’— 6.666.000.000 kil., 
Acier d'Allemagne. .. E’ = 6.000.000.000 kil., 
Acier fondu très-fin.. E’ = 10.000.000.000 kil., 
FOR ser sat E' = 2.000.000.000kil., 
CNE Srseiuss E'— 4.366.000.000 kil., 
Bronze. +5... E' = 1.066.000.000 kil., 
Ghin i ees nes E' =  400.000.000 kil., 
1 RP EE E' = 433.000.000 kil. 
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Costdétons” mäâintenant deux sections infiniment voisines 
c'u; b'v, et prenons un filet quelconque b's, situé à Ja dis- 
tance r de l'axe du cylindre; ce filet devenant b'c” par l'effet 
de la torsion, l'effort capable de la produire (ou, ce qui 
revient au même , la résistance à la torsion) a pour valeur, en 
nommant à la section du filet, 


arc be 
b's 


NL 


p= E'a 





Soit ¿ la longueur de l'arbre; en vertu de la définition de 
l'hélice, 
arche arcad arcad 


Ts ak — 





Substituant cette valeur dans celle de p, il vient 





arc ad 
p=E'a . 
l 
Mais 
arcad = rQ, 
Q étant la torsion angulaire; donc - 


EQ 
-ad ses E ar. 
Aar 
Remarquons maintenant que le moment de la force p est pr, 


par conséquent à 
# 
DV = — Ar. 
/ 7 


Pour un deuxième filet matériel pris dans la même section 
et distant de l'axe d’une quantité 7’, on a pareillement 
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et ainsi de suite. Ajoutant toutes ces égalités Horse à mem- 
bre , la somme des moments des forces moléculaires dévelop- 
pées sur-une section quelconque deviendra 


Epr= —— (ar+.a re + a"r+ .…..). 


Mais ar’ a'r 4+ a/r+,,., n'est autre chose que le mo- 
ment d'inertie de la section par räpport à l'axe du cylindre; 
nommant č ce moment d'inertie, il vient 
- lpr = — í. 

AE 


Or, pour l'équilibre, la somme des moments des forces molé- 
culaires doit être égale à la somme des moments des forces ex- 
térieures; nommant ZPp la somme des moments de ces der- 
nières forces, on obtient enfin , pour l'équation d'équilibre, 

Maintenant soit R le rayon du cylindre; le moment d'inertie 
i ayant pour valeur i 

I 
i= SR (page 304), 

- l'équation (2) devient 


(3) zR 4 





et s’il n'y a qu'une seule force de torsion, 


2Pp ,QR 
(4) rR j ra 
APPLICATIONS. 


PROBLÈME. — Soit proposé de calculer le diamètre d'un 
arbre de transmission en fer de 3 mètres de long, må par 


une force de 6000 kilogrammes, agissant à l'extrémité d'un 
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bras de levier de 0",5o, et sous la condition que r ang ole de 
torsion ne soit que de 1 minute. 


On tire d'abord de la formule {4) 


Bo Ppi 
(5) R= VE 


Mais dans ce cas 
P = 6000 kil., 
E’ = 6.666.090.000 kil., 





p = 0o™,50, 

l = 3P, 
: Q = a . 
10800 


Au moyen de ces valeurs, la formule (5) donne 
2 R = 0",186. 
D'après M. le général Morin, on peut, avee une entière sé- 


curité (vorir l'ouvrage déjà cité, page 464), adopter les valeurs 
suivantes pour le deuxième membre de l'équation (4): 


Tableau des våleurs de E' 2. 





ARBRES 
alleges. forts. 
i 
7 
Fer -et acier. . 4.002.000 2.001.000, 
Fer......... 1.334.000 667.000, 
Chéne......, 266,000 133.000, 
Sapin.. +... 288.811 144.405. 
Si l'on prend, par exemple, 
„QR 
E T= 2.001.000, 


on trouve, en prenant pour P et p les valeurs de l'exemple 
précédent, 
>R == 0%, 1900. 
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EXEMPLES DE TORSION. 


435. D'après les expériences de M. Duleau, un arbre en 
fer forgé du Périgord, de 2™,80 de long sur o™,o142 de dia- 
mètre, a supporté sans se rompre une torsion de 13°,4, pro- 
duite par une charge de 10 kilogrammes, agissant à l’extré- 
mité d’un levier de 0",32. 

Il résulte également d'expériences faites à Mulhouse qu’un 
arbre en fonte (de Bouchot, Franche-Comté) ayant 1™,50 de 
long sur o™, 10 de diamètre, sollicité par une charge de 1640 ki- 
logrammes, agissant à l'extrémité d’un bras de levier de 2 mè- 
tres, a donné lieu à un angle de torsion de 15 degrés, Sous 
une charge de 2080 kilogrammes, la torsion s’est élevée à 20°,25. 
Enfin, l'arbre s'est rompu sous une charge de 2180 kilo- 
grammes. | 


FIN. 
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ERRATA. 


Supprimez : 


À la page 244, depuis la formule (15) exclusivement, jusques et y compris 
la formule (17). 


A la page 249, depuis la formule (32) exclusivement, jusques et y compris 
la formule (34). 
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